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Ich leugne nicht, dass hiebei vielleicht der erste ITheil stellen- 
weise grössere Schwierigkeite Aejn Studium bieten mag afs der /.weite, 
oder selbst der dritte, und ' gelye^zu, dass 4er lebendige Vortrag des 
Lehrers vielleicht mit den quadratische» Formen beginnen und, in 
conüentri sehen Kreisen sich ausbreitend, an <l*u geeigneten Stellen 



Vorwort, 



Ueber die Stellung dieser Vorlesungen zu den bisher in deutscher 
Sprache erschienenen In Varianten werken, sowie über den Inhalt und « 
(rie Ziele der vorliegenden Bearbeitung, habe ich mich bereits im 
.'Prsten Bande ausgesprochen. Doch dürfte ich vielleicht das Eine noch- 
mals betonen, dass es der Gordau'sche Satz von der Endlichkeit des 
Formensysteines ist, auf dem das ganze Werk seine Grundlage findet. 
Diese einheitliche Basis habe ich stets beizubehalten gesucht, wenn 
ich auch in der Bearbeitung mir grundsätzliche Aenderuugen in der 
Anordnung, Systematisirung und Gliederung des Stofies erlaubte, wozu 
mich mancherlei Gründe veranlassten. 

Wer es je unternommen hat, in oin so abstractes Gebiet wie die 
Theorie der Invarianten tiefer einzudringen, ein Gebiet, das manchmal 
durch die Sprödigkeit seiner Materie einer anziehenden Darstellung 
nicht unwesentliche Schwierigkeiten bereitet, der hat jrißUei«iit leb- 
hafter als sonst das Bedürfniss empfunden, die wesentlichen Methoden 
und deren Tragweite und iunern Zusammenhang rasch zu erkennen. 
Und wer bereits auf dem Gebiete heimisch war, der mochte von einem 
neuen Werke insbesondere Klarheit über das Wachsthum der einzelnen 
Theile und über die Gestaltung der Grenzen fordern, bis zu welcl^n 
die Forschung in diesen Theilen neuerdings gedrungen isfll Beiden 
Bedürfnissen suchte ich gerecht zu werden. 

Dementsprechend fasste ich die Trocesse für invariante Bildungen 
zu einer ersten in sich abgeschlossenen- Gruppe, die Untersuchungen 
über die Formen zweiter, dritter unt^rärtcr Ordnung zu einer zweiten* 
und die, insbesondere auf Ärund { des Iben erwähnten Fundamental- 
«atzes sich entwickelnden 'r«orien^*PPm , r dritten Gruppe zusammen. 
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IV Vorwort. 



allmählich die allgemeinen Theorien entwickeln wird. Allein das Lehr- 
buch gestattet, verwandte Theile ein und desselben Gebietes nicht 
bloss nach einander, sondern auch neben einander zu durch- 
fo^j£hen, und insbesondere kann hier das Studium des zweiten Theiles 
Hand in Hand gehen mit dem des ersten, sobald nur für die ein- 
facheren Fälle die Grundprocesse verstanden sind. Uebrigens habe ich 
in mannigfachen Beispielen und Anwendungen an jeder Stelle die 
Theorie vorzubereiten oder doch wenigstens nachträglich zu erläutern 
gesucht. 

Für mich aber war die enge Verwandtschaft, welche zwischen 
den Processen der luvariantenbildung besteht, zu wichtig, als dass ich 
unter Zerstörung des Bildes von ihrem innern Zusammenhange sie 
räumlich trennen durfte. Denn nur dadurch wird die jeder Theorie 
und jeder Methode zukommende Bedeutung weder über- noch unten» 
schätzt, dass sie den verwandten Theorien und Methoden entgegen- 
gestellt ist. So erscheint hier alsdann der Faltungsprocess als die 
Fundameutalopcration, aus der sowohl der Ueberschiebungs- als 
der Omegaprocess, den ich als Ueberschiebungsproccss für Formen 
mehrerer Reihen Variabler bezeichnen möchte, sich zusammensetzen; 
so zeigt sich der Aronhold'sche Process als ein Polarenprocess, nur 
dass Coefficienten und Variable ihre Bedeutung als solche im Momente 
der Anwendung des Processes vertauscht haben. 

Indem ich aber so die Processe für invariante Bildungen im Zu- 
sammenhange darstellte, gewannen auch die andern Theile an innerer 
Einheit, so dass ich, um nur einige Beispiele hervorzuheben, die voll- 
^ ständige Theorie der quadratischen Formen, soweit sie gegenwärtig 

bekannt ist, in einem Zuge erledigen konnte, und der Beweis von der 
Endlichkeit des Formensystem es nunmehr ohne fremdartige Zwischen- 
sätze in knapper und prägnanter Weise sich darstellen Hess. Bei aller 
Freiheit dir Darstellung habe ich mich indess stets auf den von Gordan 
selbst gebotenen Inhalt beschränkt mit wenigen Ausnahmen, die sich 
auf die allerneuesten Arbeiten anderer Forscher beziehen. So möge 
denn diese Arbeit als ein getreues Spiegelbild seiner Vorlesungen und 
ftuschlägigen Arbeiten vor die mathematische Welt treten. Möge sie 
im Gegensätze zu . dem Zugf/ijaKh Verallgemeinerung, der sie 
gegenwärtig zu durchziehen sÖ»eW ? durch die hier gebotenen mannig- 
fachen neuen Resultate auf bekanntem Gebiete auch die Lust zur 
Vertiefung einer Disciplin wieder stärker beleben. 

Nürnberg im Juli 1887. 

Georg KcrschensUniicr. 
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Erster Theil. 
Processe ffir invariante Bildungen. 

§ 1. Lineare Transformation lind Faltnngsprocess. 

1. Einführung der Symbolik. Jeder homogene algebraische Aus- 
druck n ten Grades zwischen zwei Variabein x x und x% wird als „binäre 
Form" bezeichnet. Eine solche binäre Form ist allgemein dargestellt 
durch: 

f(x) = aXi n -\- bz x **- l x t + cx^xj -\ 1- qxf. (1) 

Viele Untersuchungen lassen es bequemer erscheinen, an Stelle der 
einfachen Coefficienten a, b f c . . . etc. Grössen mit Binomialcoeffi- 
cienten multiplicirt einzuführen, also f(x) in der Form zu schreiben: 

fix) = h a xf + (;') a^-»*, + (J) W^x* + • ~iä n x s » . (2) 

Man kann noch einen Schritt weiter gehen. Der algebraische Aus- 
druck rechts erinnert in mehr als einer Beziehung an die binomische 
Entwicklung 

(3) 

+ (;) vw-v + . , 

welche mit der Darstellung (2) die Homogeneität in x x und die 
Zahl und Dimension der Glieder und die Binom ial coefficienten gemein 
hat Fugen wir hinzu, dass die (n + 1) Constanten der Form f(x) 
durch die (n -f- 1) Producte a,", a," -1 «,, a 1 "-*o 1 * . . . Oj" charakterisirt 
sein mögen, so ist die binäre Form auch vollständig definirt durch 
den symbolischen Ausdruck: 

vermöge welchen 

fl, n als Symbol für o 0 

«l" _, «2 » » » «1 

«i"" 2 «* 8 » » » «* 



a»" als Symbol für o», 

zu gelten hat. 

Gordau, Invarüinteii. II, 



Digitized by Google 



2 



Erster Thoil. 



2. Mehrcrc Symbole für ein- und dieselbe Form /*. Diese eine 
Symbolreihe 

a \ n ~ ka i = °k 

genügt indess nicht, um jedes beliebige Aggregat aus den Coeflicienteu 
von f in der Weise symbolisch darzustellen, dass man auch rückwärts 
aus dem symbolischen Ausdruck den wirklichen eindeutig zu bilden 

vermöchte. So wäre beispielsweise das Product a t • a 3 durch 

symbolisch darzustellen. Aus dem Ausdrucke a^—^a^ Iässt sich aber 
umgekehrt das Product der wirklichen Coefficienten nicht mehr ein- 
deutig bestimmen. Derselbe kann auch noch als Symbol für a 0 • a 5 

und a, • a x gelten. Diese Undeutlichkeit lässt sich aber vermeiden, 
wenn man neben der einen Symbolreihe a^^'a^ noch so viel weitere 
Symbolreihen b*— k b t k , c^cj-, . . . etc. einführt, als das betreffende 

Glied des Coefficienteuaggregates unsymbolische Factoren a k besitzt. 
In diesem Falle sind die symbolischen Ausdrücke 

% • a 3 = a*-*a* • 6 1 »- 3 /> 3 = c t H -% • d*-*<l» = etc. 

a 4 8 = öj"- 4 ^* • V • c,— *c t * = etc. , 

hin und zurück nur auf eine* Weise zu deuten, in welcher Vertauschung 
auch die symbolischen Factoren rechts auftreten. Die Form / selbst 
ist alsdann durch jedes der symbolischen Producte. 

f = a" = b n = c" = d* = etc.* 

' X X X X 

in gleich berechtigter Weise repräsentirt. 

Diese Symbolik, von der wir nunmehr in den meisten Unter- 
suchungen Gebrauch machen werden, wurde zuerst von Aronhold 
(Crclle's Journ. Bd. 39 und 55) eingeführt, und von Clebsch (Grelles 
Journ. Bd. 59) systematisch ausgebildet. Etwas früher als diese Beiden 
hatte Cayley eine andere symbolische Methode entwickelt, die im 
30. Band von Crelle's Journ. 1846 niedergelegt ist. Beide Methoden 
erweisen sich in gleicher Weise fruchtbringend für die Untersuchungen 
der Invariantentheorie. 

Beispiel. Die quadratische binäre Form 
f\x) = a Q x* + 2ä x x,x t + 
ist symbolisch dargestellt durch 

f — a, 8 #i 2 -f 2a,a 2 a;ja; 5! -f- a*x^ = a x 2 = b x - = c x * = etc. 

Ihre Discriminante ist bekanntlich (vgl. auch Bd. 1 Nr. 182) 

J f = a 0 a, — n* . 
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Dieses Coefficientenaggregat geht unter Einführung der symbolischen 
Coefficienten über in 

J f = a*b* — a l a i b l b ti 

oder auch in 

Durch Addition dieser beiden Ausdrücke erhält man 

2d f = — b^y = (ab)* (vgl. auch Bd. I Nr. 18) 

als einfache symbolische Darstellung der Discriminante von f. 

3. Lineare Transformation. Wir wollen nun zunächst untersuchen, 
in welcher Weise eine lineare Transformation den symbolischen Aus- 
druck einer binären Form ändert, und zu dem Zwecke uns auf ein ein- 
faches Beispiel beschränken. Die quadratische Form 

f(x) = a* = a Q x* + 2a l x l x t -f a^x* (1) 
unterwerfen wir der linearen Transformation: 

Die Determinante 

tili 

der Substitutionscoefficienten nennen wir den „Modul" der Transfor- 
mation. Das Resultat der Substitution (1) in (1) liefert: 

-y 1 i &fe i + 25 1 fefc + ib») 

Setzt man hierin: 

«oli»i + «t(fe!?i + 4- «»1»% — I (n) 

OoV + 2«, 1?!^ + 0,,%* —4,' 
so wird durch die Transformation (I) aus 

90/) — Av* + 2i,y,3f t + Ä*y*- (2) 

Führt man nun einestheils in f(x) für die unsymbolischen Coefficienten 

a ot a n o, dio Symbole a*, a t a t , aj und ebenso für die Coefficienten 

A 0 , A lf A^ der transformirten 2*brni <p(y) die Symbole A* t A x A il Af 
ein, so erhalten die Relationen (II) die Form: 
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In derselben Weise ergeben sich für die Coefficienten Aj der trans- 
formirten y = A* einer Form f = a* x die Relationen: 

Man erkennt daraus folgendes Gesetz: 

„Bezeichnet man die ursprüngliche Form mit /' = a* t die trans- 
formirte mit tp =* A n , so gehen die symbolischen Coefficienten 
A lt A t aus den symbolischen a,, o 8 durch die Transformation: 

-4i — Ii«, + 

hervor, eine Transformation, die den gleichen Modul d wie (I) 
besitzt, und sich von der ursprünglichen (I) nur dadurch 
unterscheidet, dass in den Coefficienten derselben die Hori- 
zontal- mit den Vertical reihen vertauscht sind." 

4. Cogredienz und Contragrcdicns. Die Grossen a, einestheils und 
die Grössen anderntheils treten durch die Transformation in eine 
gewisse Beziehung, die man mit Contragredienz bezeichnet hat. 
Während nämlich die Grössen x { durch die Substitution (l) in die 
neuen Variabein y { übergehen, transformiren sich die Grössen a, durch 
die Substitution (III) in die neuen Grössen A { . Man nennt die Sub- 
stitutionen (I) und (III) contragrediente Substitutionen, und ebendes- 
halb die Grössen a, und Xi contragrediente Grössen. 

Grössen, die denselben Substitutionen unterworfen siud, nennt man 
cogrediente Grössen. So werden wir im nächsten § Formen mit 
zwei Reihen Variabler x und y kennen lernen, welche wir als cogre- 
dient bezeichnen müssen. 

Bei den binären Formen sind übrigens cogrediente und contra- 
grediente Grössen nicht wesentlich verschieden. Denn lösen wir Sub- 
stitutionen (III) nach a t und auf, so finden wir 

(- a,).z/ = £,(— A^ + ^A, 
a 1 . J = £,(- A t ) -f . 

Für — und a t ist also die Transformation genau die nämliche, wie 
für x x und x t \ oder mit anderen Worten: x x und x. 3 sind mit — a 2 
und o, cogredient. — Wir werden später von dieser Eigenschaft öfter 
Gebrauch machen, wenn wir in symbolischen Producten gemäss dieser 
Cogredienz u\ durch — a»> und x t durch a x ersetzen. 
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5. Definition der Invarianten. Betrachtet man nun zwei Reihen 
symbolischer Coefficienten A und B, nämlich 

A x a,^ -f a,^ = ~\~ b^ 

A. = a x Vt + a s tj/ B t = 6, r/, + J^, 

und bildet aus ihnen die Determinante 

| 

I B { B, 

so ist nach dem Multiplicationsgesetze für Determinanten (Bd. I Nr. 70) 

(AB)^J.(ab), (1) 

wobei J der Modul der Transformation (I) Nr. 3 ist. 

Liegt daher ein beliebiges Product solcher Determinanten (AB) 
vor, etwa (-4 B}" (AC) V (BC)«, so besteht immer die Beziehung 

(a By (Acy (Bcy — 4»+*+? • (aby ( ac y (b c y . (2) 

Dieselbe lehrt: 

„Irgend ein Product von Determinanten (ab) . . . aus symbo- 
lischen Coefficienten a, b, c . . . ändert sich nicht [bis auf den 
Factor A x des SubstitutionsmodulsJ, sobald die Form 

/• = «2 = b* = C x = etc. 

linear transforinirt wird. Denn das von den Coefficienten der 
transformirten Form 

(jp = A" = B" = C» = etc. 
x y y y 

gebildete gleiche Product unterscheidet sich seinem Werte 

nach von dem ersteren nur um eine bekannte Potenz des 

Moduls, wie die Beziehuug (1) lehrt." 

Man sieht, solche symbolische Determinantenproducte siud linearen 

Transformationen gegenüber unveränderliche algebraische Ausdrücke. 

Nun stellen dieselben aber stets Aggregate der wirklichen Coefficienten 

von /' dar, wenn nur jedes Symbol a, b, c in einer Potenz auftritt, 

welche gleich ist dem Grade der Form f in x. Es existiren also für 

jede Form /" gewisse weitere algebraische Formen ihrer Coefficienten, 

die bei linearer Transformation unverändert bleiben. 

Wir nennen dieselben „Invarianten" von / uud jedes symbolische 

Product 

i — (abY {acy (bc)e ... (3) 

stellt eine solche Invariante dar, vorausgesetzt, dass die Summe aller 
Exponenten von a sowohl, als von b, c etc. gleich n ist, wenn n den 
Grad von f in x angiebt. 
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Die Gleichung: 

{AUy (AC) 9 (BC)« . . . = ^+*+c • • (a&)" (ac)' (6c> ... (4) 
ist also Definitionsgleichung für Invarianten. Sie sagt: 

„Eine Invariante ist eine solche Verbindung der Coefficienten 
von /', welche die Eigenschaft hat, bis auf einen bekannten 
Factor d l in ihrem Werthe unverändert zu bleiben, sei es, 
dass man sie aus den Coefficienten der ursprünglichen, sei es, 
dass man sie aus denen der transformirten Form bildet." 
Anmerkung. Wir haben in Nr. 3 gesehen, dass durch lineare 
Transformation das Symbol a i übergeht in a= und das Symbol a t in . 
Ersetzen wir also in dem nichtsymbolischen Ausdruck der Invariante i 

den Coefficienten a 0 = a," durch a:" t «, = a x n ~ x a» durch ai n ~ l a,, etc., 
so erhalten wir die entsprechende Invariante / der transformirten Form. 
Da nun aber nach Detinitionsgleichuug (4) die Beziehung 

1= J l . i 

bestehen inuss, so folgt daraus durch dieselben Schlüsse, die wir schon 
in Bd. I Nr. 141 bei Untersuchung der Resultante zweier Formen 
gezogen haben, dass jede Invariante homogen und isobar vom Ge- 
wichte X ist 

6. Definition der Cwarianten. Das symbolische Product /' (Nr. 5, (3)) 
behält aber diese Invarianteueigenschaft noch bei, wenn wir es mit 
symbolischen Factoren a x ,b x , c x ... multipliciren. Denn ein solcher 
linearer Factor geht durch die lineare Transformation nur wieder in 
einen linearen Factor über. Multiplicirt man nämlich die erste der 
Relationen (III): 

vi, = + 1,0* 
A t = i?,«, -f ^a,, 
mit y,, die zweite mit y t und addirt, so erhält man: 

AVi + Ay* — «x (Im + nxVt) + «* fey> + y*) 

oder 

A y = a x . 

Wir nennen ein solches symbolisches Product, das ausser den Deter- 
minanten (ab), (bc), ... etc. . . ., — die wir in Zukunft Factoren 
zweiter Art oder Klammer factoren nennen wollen, — auch noch 
Factoren a x , b X} c x , ... etc., d. i. Factoren erster Art enthält, eine 
Covariante. 

Die Definitionsgleichung für Covarianten ist sonach: 

(AByacy(Bcy>...A°Bic' !/ ... 

= jf'+*+ti.~ . (aby (acy (fce)e. . . a n b r x c* x .... ^ 
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Sie sagt: „Eine Covariante ist eine solche Verbindung der Coefficienten 
und Variabein von welche die Eigenschaft hat, bei linearer 
Transformation von /' sich nur um einen Factor d l zu ändern." 
Auch hier inuss — soll das symbolische Product eine wirkliche 
Covariante der Form H Wn Grades / ' = a* sein — jedes Symbol in einer 
Potenz auftreten, die gleich n ist, d. h. es muss sein: 

U + v -f- v ö . . . = M \ 

P + Q + r ...=:» • (6) 

v H~ Q "f- H • • - = n 
7. Beispiele von simultanen Invarianten. Ein symbolisches Product 
wie (4) oder (5) kann auch eine Coefficientenverbindung verschiedener 
Formen 

darstellen, und wir nennen es alsdann „simultane Invariante, bezw. 
Covariante" dieser Formen. In diesem Falle muss natürlich sein: 

p -f" v -f- <* • • • = n 
(i ~\~ Q ~j~ t . . . = tn 

v p + x • • • = »" 
Eine solche simultane Invariante ist z. 13. die Resultante zweier Formen. 
(Vgl. Bd. I Nr. 147.) So kann auch der Klammerfactor (aa) als simul- 
tane Invariante der beiden linearen Formen 

/ == a l x l -f- a t £-i 

aufgefasst werden. 

Ebenso ist die Determinante der CoefHcienten dreier quadratischer 
Formen 

/'= W + 2a\x x x t -f <VV 

<P = & 0 V + 2 Mi** + K x t 
il> = c lt x^ -f- 2c l x { x t -f- e*xj 
eine simultane Invariante. Denu führt man in diese Determinante 

«o «, «* 

lt 

die symbolischen Coefficienten ein, so wird sie 

V a.J* 
/ V b x b t b./ 
t\* e iCt c* 
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Diese DetermiDaute hat den Werth (vgl. Bd. 1 Nr. 40, Anmerk.) 

]i = (ab) (bc)(«c). 

■ 

Die Function R lässt sich also durch ein symbolisches Product dar- 
stellen und ist folglich Invariante. 

Beispiele von In- und Covariantcn einzelner Formen. Die eubische 
Form 

f (x) = « x 3 = h x * = c x 3 = d x * = . . . = a Q x x * + ^ a \ x * x t + ^ a 2 x \ x i" H~ °3 x t 

hat eine Covariante {abya x b x . Ihre nichtsymbolische Form erhält 
man, indem man die symbolischen Coefficienten in dem Producte 

IJ — (a x b 3 — b x a 2 ) 2 (a x x x -f- Oj^) (^i x i "I" K x s) 

= {a l 2 b^ — 2a x a i b x b.. -f 6, 2< V) {a x b x x x ^ -f- (a x b 2 -f b x a.)x x x, + a^b,xS) 

+ (a t 3 k 3 —^a*a* b x 6/ -f « A a,* 6, S K H ) x x x, 

-f- (a 8 a, 8 b/ — 2a x a* b x b 2 2 -f "i ^ ^i 2 # 2 3 

durch die nichtsymbolischen Coefficienten ersetzt. 
Man erhält: 

±fl = (a 0 a 2 — a t 2 ) x* + (ao«a ~ a x a s) x i x * + ("i« 3 — 
Für die biquadratische Form » 

/• ra ^_ ft x « =^ etc. = a 0 a: 4 -f- 4a 1 £ 1 3 .t: 3 -f- (ia^x^x^ -f- 4« a ^ -f a 4 

existirt eine Invariante (ab)\ Ihre nichtsymbolische Gestalt geht aus 
der binomischen Entwicklung 

H x = (a x b t — b x a t y = «, 4 V — 4r/ 1 3 Mt :J ^ 1 6^ 

+ 6«/«/ fc, 2 fc 2 2 — 4a 1 <vV& Sf + «*V 

hervor, wenn man wieder die symbolischen Coefficienten durch die 
wirklichen ersetzt. Man erhält: 

77 = a 0 a 4 — 4a, a a -f Go/ — 4a a a, + a 4 a 0 , 

oder 

/J = (ab)* = 2 (a 0 a 4 - 4a, a 3 + 3a, 2 ) . 

8. Eigenschaften der In- und Covariantcn, die aus dem stjmboliscJien 
Proilnctc direet erkennbar sind. Aus den bisherigen Entwicklungen ist 
klar, dass alle symbolischen Producte, wenn sie nur die Symbole in 
der geeigneten Anzahl enthalten, Invarianten oder Covarianten von 
binären Formen repräsentiren. Daraus geht hervor, dass diese In- und 
Covarianten, soweit sie sich durch solche Producte darstellen lassen, 
ganze und rationale Functionen der Coefficienten der ursprüng- 
lichen Formen sind. Sie sind überdies homogen in den Variabein 
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wie in den Coefficienten; den Grad in den Variabelu erkennt man aus 
der Anzahl der Factoren erster Art, den Grad in den Coefficienten 
aus der Anzahl der verschiedenen Symbole, welche in dem Producte 
auftreten. Da die Factoren erster Art bei Transformation in sieh 
selbst übergehen, so ist der Exponent des Moduls z/, den die Co- 
variante nach der Transformation als Factor erhält, gleich der Zahl 
der Klammer factoren überhaupt. 

Nun lehrt die Definitionsgleichung für Invarianten / = • i auch, 
dass die Invariante isobar ist vom Gewichte q, wie wir iu Nr. 5 ge- 
sehen haben. Da aber der Modulexponent gleich der Zahl der Klammer- 
factoreu ist, so giebt sonach diese Zahl stets auch das Gewicht der 
Invariante an, während das Gewicht der Covariante sich zusammen- 
setzt aus der Zahl p der Klammerfactoren plus dem Grade m der 
Covariante in den Variabein x. Ist q eine gerade Zahl, so nennen 
wir die betreffende Form auch eine Form geraden Charakters (forme 
droite); so die in Nr. 7 berechnete Invariante (ab)* und die Covariante 
(ab) f a x b x . Ist dagegen q ungerade, so heissen wir die Form eine 
Form ungeraden Charakters (forme gauche) oder auch schiefe In- 
variante, resp. Covariante; so die in Nr. 7 berechnete simultane 
Invariante (ab) (bc) (ac). Wir werden später sehen: Die Quadrate 
von schiefen Formen lassen sich durch Formen geraden Charakters 
darstellen. 

Ein symbolisches Product II kann indessen auch, wenn die sym- 
bolischen Coefficienten durch die wirklichen ersetzt werden, auf einen 
Ausdruck führen, der identisch verschwindet Dies tritt unter anderm 
immer dann ein, sobald es bei Vertauschung zweier gleich werthiger 
Symbole nur sein Zeichen ändert. Denn durch Vertauschung zweier 
Symbole, welche dieselbe Form darstellen, kann sich die wirkliche 
Covariante C nicht ändern, da es ja gleichgiltig ist, ob ich beispiels- 
weise « 3 • a 5 durch a^a^ • V -5 V 0( * er durch fy" -8 ^ 3 • a,"- 5 ^ 5 
repräseutire. Nun ist also vor der Vertauschung 

C= II, 

nach derselben C =» — // , 

demnach: 26' = 0, also C = 0. 

So ist z. 13. für die quadratische Form f = a x 2 = b x 2 die Covariante 
(ab)a x b x identisch Null; so verschwindet für die cubische Form 
<p = a x * = b x 3 die Invariante (ab) 3 . Der Umstand, dass die Co- und 
Invarianten ganze rationale und homogene Functionen in den Coefficienten 
einer Form f = a* sind, lehrt uns auch, dass sie symmetrische Functionen 
der Wurzeln a, von f = 0 sein müssen. Bezeichnen wir mit die 
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n linearen Factoren von f=0, so können wir auch sagen: Jede 
Covariaute oder Invariante von / ist eine simultane Covariaute*) oder 
Invariante der n linearen Formen «, r , welche symmetrisch ist in den 
Symbolen «,-, und umgekehrt: Jede simultane und in «j symmetrische 
Covariaute der n linearen Formen a ix ist eine Covariante von 

f — • . a ; j x . . .(t nz = a* . 

Es tritt nun die Frage auf: Wie ist eine in symbolischen Coefficienten 
von f=a* — b n x = etc. gegebene Covariante darstellbar durch die 
Wurzeln von f = 0, uud umgekehrt: wie kann mau eine simultaue 
symmetrische Covariante der a ix zurückführen auf ein symbolisches 
Product in den Coefficienten von /'. Wenn es mm auch nicht unser 
Zweck ist mit Wurzeln zu rechnen, so werden wir doch au geeigneter 
Stelle (vergl. Nr. 39 und Nr. 94) wenigstens eine allgemeine Methode 
zur Beantwortung beider Fragen geben. 

Den Beweis, dass jede Covariante oder Invariante sich überhaupt 
durch ein symbolisches Product, oder durch eine Summe solcher, dar- 
stellen lässt, werden wir später kennen lernen. (§ 9). Ich werde indess 
bis dahin von diesem Satze auch keinen Gebrauch macheu. 

9. Definition des Faltungsprocesses. Aus einem symbolischen Pro- 
duete 

p = (aby (ac)* (bc)a 6; e 

lassen sich eine Reihe anderer ableiten durch eine sehr einfache Ope- 
ration. Man greift zwei Factoreu erster Art mit verschiedenen 
Symbolen heraus, etwa a x und b x und setzt an ihre Stelle den Klammer- 
factor (ab). Dieses Verfahren nennt Gordan falten, und den Process 
selbst „Faltuugsprocess". Man kann auch umgekehrt das Product 
entfalten, indem man einen Klammerfactor (ab) in P durch a x b x er- 
setzt. Der Faltungsprocess ist ein rein symbolischer Process. Es 
kann ihm keine Bedeutung unterlegt werden, die durch eine wirklich 
rechnerische Operation ihren Ausdruck findet Die Faltung kann gleich- 
zeitig mehr als einmal vorgenommen werden, nämlich gerade so oft> 
als sich verschiedene Factorenpaare erster Art im Producte gleich- 
zeitig gruppiren lassen. 

Ich will hier durch Faltung eiuige In- und Covarianten der eubi- 
schen Form herleite^. Es sei 

/ =, a x > = 1/ — c/ = rf, 5 = etc. 



*) Vgl. auch Nr. 39 und Nr. 94. 
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1) Durch zweimalige Faltung des Productes 

/7 = a j . b x * 

erhalt man die Covariante 

j = (abfaßt . 

Die Formen (ab)ajbj, (ab)*, welche durch einmalige bezw. dreimalige 
Faltung daraus erhalten werden, sind identisch null nach den Be- 
merkungen am Schlüsse von Nr. 8. 

2) Aus dem Producte 

J*-(nbya x b x .(cd)*c t th 
erhält mau durch zweimalige Faltung entweder: 

R = (uby (ctl)* (ac) (bd) 

oder: 

R t = (aby (cd)* (bc) (ad). 

Beide Producte stellen offenbar dieselbe Invariante dar; denn das 
zweite geht aus dem ersten durch die berechtigte Vertauschung von 
b mit « hervor. 

3) Aus dem Producte 

J . f = (ab)* a x b x .cS 
erhält man durch einmalige Faltung entweder 

Q = (ab) 2 (ac)b x c* 

oder : 

Q l = (aby(bc)a x cJ, 

und auch hier ist wieder Q x = Q } wie man erkennt, wenn a mit 5 
vertauscht wird. 

10. .Zusammenhang der durch Faltung entstellenden Producte. Für 
alle spateren Untersuchungen, insbesondere für die Systenibildung, ist 
der Faltungsprocess von einschneidender Bedeutung geworden. (Vergl. 
auch Camille Jordan, Liouville Journ. ser. 3, Bd. 2 und 5.) Alle durch 
ihn aus einem Producte A — wir wollen es Stammproduct nennen 
— hervorgehenden neueu Producte haben symbolisch wenigstens einen 
engen Zusammenhang. Sie haben von vornherein einen gemeinsamen 
symbolischen Factor, nämlich die Klammerfactoren, welche bereits das 
Stammproduct besass und auf welche ja der Faltungsprocess keinen 
Einfluss hat. Diese Klammerfactoren werden unter Umständen von 
Wichtigkeit, insofern sie eine ganze Gruppe von symbolischen Pro- 
dukten charakterisiren können, die aus gewissen Betrachtungen aus- 
geschlossen werden dürfen. (Vergl. auch „Reducenten" Nr. 123.) 
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Eine bestimmte Zahl von Faltungen kann naturlich, wie sehon an 
den letzten Beispielen Nr. 9 ersichtlich war, au einem Produete auf ver- 
schiedene Arten vorgenommen werden. Sind insbesondere A x und A % 
zwei solche durch fx Faltungen aus A entstandene Produete, dass A x 
durch einmalige in zwei Symbolfactoren vorgenommene Ver- 
tauschung gleichberechtigter Symbole a und b, oder a und c, b und 
c etc. in A s übergeht, so heissen A x und A 2 benachbarte symbo- 
lische Produete. So sind: 

A x = (ac) b x .Q\ 

A, = (ab) c x .(j] 

einestheils, und 

= (ad) (bc) . Q \ 

A t - (cd) (ha) . Q J 

anderntheils Nachbarproducte, wobei mit Q die den Producteu A x 
und A« gemeinschaftlichen Factoren bezeichnet sein mögen. Es ist 
klar, Jass alle durch p- malige Faltung aus A entstehenden sym- 
bolischen Produete sich stets so ordnen lassen, dass immer das vor- 
ausgehende mit dem nachfolgenden benachbart ist. Hat mau eine 
Reihe symbolischer Produete 

Ai , v4 3 . . . A m , 

welche alle homogen in den Coefficienten der nämlichen Formen 
/; <p, if> . . . , also auch deren Symbolen a,b,c..., «, ß,y. . . und homogen 
in den Variabein x lf x 2 sind, so kann man sie stets aus ein und dem- 
selben Stuuimproduct durch ft-malige Faltung entstanden denken, und 
demnach ist es immer möglich, wenn sie nicht benachbart sein sollten, 
zwischen je zwei A ( und A t eine Reihe vou Produeten 

ilf^/j. . . M ry N lf fy. . .2VV, 

einzuschalten, so dass A x mit A m durch eiue Kette von Nachbargliedern 
zusammenhängt. Dies wird bei manchen grundlegendem Untersuchungen 
von Wichtigkeit und ich werde daher die ebengemachten Bemerkungen 
am Schlüsse dieses § durch ein Beispiel erläutern. 

11. Der Identitäts- und Productsatz. Sehr häufig erwächst die Auf- 
gabe, symbolische Produete, die durch Faltung aus einem Stammpro- 
duet entstehen, in andere umzuformen. Hierzu wird unter andern 
Hilfsmitteln in sehr fruchtbringender Weise die Identität 
a x (bc) + b x (ca) + c x (ab) ~ 0») (1) 

*) Die Richtigkeit dieser Identität haben wir in Bd. I Nr. 34 gezeigt; man 
kann sie übrigens leicht veriticiren, wenn man in der Determinante 

«i &i j 
a. b. c. , 
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verwendet, welche wir auch, indem wir x x durch a\ und x 2 durch — d x 
ersetzen, in der Form schreiben können 

(ad) (bc) + (bd) (ca) + (cd) (ab) = 0, (IT) 

oder auch, wenn wir in (I) für c, schreiben y„ für Cj dagegen — y, , 
in der Form 

<*xb 9 — b x a v = (ab) (xy). (III) 

Mit Hilfe dieser dritten Form des Identitätssatzes können wir z. B. 
direct zeigen, dass sich ein symbolisches Product, welches nicht iden- 
tisch verschwindet, und dessen zumeist auftretender Klammerfactor 
mit gleichberechtigten Symbolen in ungerader Potenz vorhanden 
ist, immer in andere verwandeln lässt, die diesen Klammerfactor in 
gerader Potenz besitzen. Denn nehmen wir an, die im Producte P 
zu höchst vorkommende Potenz eines Klammerfactors sei (a6)*'* + 1 , 
dann hat P die Form i i. ^ - > 

P = (ab)*' + 1 . Q 

und Q enthält im Allgemeinen die Symbole a und b — mindestens 
einmal, wenn P^O — noch in beliebigen andern Verbindungen, die 
wir, wenn £, v\, £, t. . .beliebige Grössen, mit a-,b^ t b t . . .etc. be- 
zeichnen können. Es ist dann 

P = (ab)* + 1 a$b,atb t . ..xQ, 

wo nun Q weder ein Symbol o noch ein Symbol b enthält. Fflr jedes 
Factorenpaar a--b n , a;b t . . . können wir schreiben: 

* { (a&n + M<) -f fab n - b:a n ) ] , . . . 
oder nach (Ul): 

i («,• b,, + k «»,) + i (ab) (in) , etc. , 
so dass, weun q solche Factorenpaare vorhanden sind, P übergeht in 

p - - ' I °A + '>*■> I • Kk + M. I ••• x « 

Der erste Term rechts ist Null, da er durch Vertauschung von a mit 
6 nur sein Zeichen ändert. Jedes Glied Qi in der Summe des zweiten 



die mit x, multiplicirt gedachte einte und dio mit j-, multiplicirt gedachte zweite 
Zeilo von der dritten subtrahirt. 
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Termes enthält aber mindestens Einen Factor (ab), und es 'wird 
sonach in der That: 

p - ± ■ 2 Qr 

Wir werden jede der drei obigen Relationen (I), (II), (III) stets 
kurz als „Identitätssatz" bezeichnen. Aus der ersten von ihnen 
leiten wir eine weitere ebenfalls häufig zu beuutzende Identität ab, 
indem wir c x (ab) auf die rechte Seite schaffen und dann quadriren. 
Es kommt nach einer einfachen Umstellung: 

a x b x (ac) (bc) = * { (6c) 2 a* + (ac)* b x * - (ab)* c* } (IV) 

oder für x x = — d t , x t = d x 

(ad) (bd) (ac) (bc) — \ { (bc)* (aay + (ac)* (baj — (ab)' (cd)' } . (V) 

Diese beiden Identitäten belegen wir mit dem Namen „Productsatz". 

12. FAn Beispiel symbolischer Reclmung. Ich will die allgemeinen 
Betrachtungen dieses § über Symbolik schliessen, indem ich an einem 
Beispiel einen Theil der bisher entwickelten Begriffe zusammenfassend 
erläutere. Wir stellen uns nämlich die Aufgabe, irgend eine Relation 
zwischen symbolischen Producten A4, also eine ganze rationale Function 

F(At)-O f 

welche homogen in den Coefficienten und Variabein ist, und deren 
einzelne Glieder G t weder identisch verschwinden noch sich gegenseitig 
aufheben, so umzuformen, dass sie die Gestalt 

■ 

i 

F(A<) - 21 f M a * + ( ca ) b * + W c * > = 0 ( VI ) 
1 

annimmt, aus welcher das identische Verschwinden der Function F(A,) 
direct ersichtlich ist. Die Möglichkeit dieser Umformung liegt in der 
Beziehung, welche vermöge des Identitätssatzes zwischen zwei Nach- 
bargliedern der Function F(Ai) besteht*). Sind nämlich Gi und G h 
zwei Nachbarglieder 

= (ac) b x . Q oder — (ad) (bc) Q 
G h = (ab)c x .Q oder = (cd) (ba) Q, 

so ist Ihre Differenz unter Anwendung des Identitätssatzes durch 

G„ — Gi= ( (ab) c x + (bc) a x + (ca) Q — «* (bc) .Q \ 
resp. G fl - Ga - { (*</) (bc) + (bd)(ca) + (cd) (ab) \Q-(ca)(bd)Q\ 

— > 

*) Kinen strengen Beweis der Relation (VI) wollen wir später bringen. (§ 10.) 
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darstellbar, wobei Q immer die gemeinschaftlichen Symbolfactoren von 
Gf, und Gi bedeutet. 

Sind aber G„ und G Q keine benachbarten Glieder, so können wir 
gleichwohl noch ihre Differenz in der Form darstellen 

G x - G, =2 ( ^ a * + b * M + ( ab ) e * I & +2** ■ & 



i 
;. 



1(2) 



+2 1 («'0(^)+(^x^)+(^x«t) j ^+^(^)(p^).^' 



wobei $ q] r, s für irgend welche Combination der Symbole a, b, c, d 
stehen. Denn wegen der vorausgesetzten Homogeneität in Coefficienten 
und Variabein, können wir zwischen G x und G ( , eine Reihe von 
Gliedern 

M x , M 2) Jlf 3 . . . M s 

einschalten, so dass in der Reihe 

G X M X M,M^...G V 

jedes vorausgehende mit dem nachfolgenden Gliede benachbart ist. 
Dann ist aber 

G t - G { , = (G, - M x ) + (M x - 3/ 2 ) + (M 2 - M z ) + ..+{M. - G Q ) 

und für jede Differenz rechts lässt sich nun aus Formel (1) ein Werth 
einfuhren, wodurch wir zu Formel (2) gelangen. 

In welcher Weise nun diese beiden Identitäten (1) und (2) ver- 
wendet werden, um irgend eine Relation F {AI) = 0 in die Form 

2i( hc ) °x + (ca) b x + (ab) c x \<pi — 0 

zu bringen, will ich an folgendem Beispiel zeigen. In der allgemeinen 
Darstellung § 10 werde ich darauf zurückkommen. 

Es seien f = aj* = bj* und q> = a x = ß x s zwei eubische Formen, 
dann besteht zwischen den beiden simultanen Covarianten 

G l = (aßf(ab) (aa)(aß)bj 
G, - («6)» (aß) (aa) (ab) ß,* 

die Relation 

F(Gi) = G, + G, = 0. (Vergl. auch Nr. 312, 5.) 

Es handelt sich nun darum, F (£?,) durch eine Summe darzu- 
stellen, deren einzelne Summanden Differenzen von Nachbargliedern 
sind. Zu dem Zwecke genügt ist hier in G x : a mit b, in G 2 : « mit 
ß zu vertauschen. Die Summe der so entstehenden zwei Glieder, die 
wir mit 
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^G l '^(aß)*(ba)(ba) 

-G 3 ' = (ab)*(ßa)(ßa)(ßb)*l 
bezeichnen wollen, ist dann wiederum gleich F(G { ) und demnach: 

2F(G i )-G l -G l ' + G s -G t '. (3) 
Nun sind aber anderntheils die symbolischen Producte 

M l ^(aß)*(ab)(aa) (ftfl^fc 

M t = {abf (aß) (aa)(ßb)a x ß x 

zu G x und -j- G,', resp. G 2 und + (r/ benachbart; wenn wir daher 
Gleichung (3) in die Form 

2F(G<) - ((7, - AT,) + (M, - ö/) + (G, - 3f 2 ) + (3f f - O;) (4) 

bringen, so sind die einzelnen Differenzen rechts Differenzen von 
Nachbargliedern. 

Unter Benutzung der Gleichung (1) geht demnach die Relation (4) 
über in: 

*2F(G,) = { (bß) a x + (ßa) b x + (ah) ß x \(aßf (ab) (aa) b x 

- (aßf (ab)' (aa) b x ß t 
+ { (ba) a x + (aa) b x + (ab) a x \(aß)* (ab) (bß) a x 

- (aß)* (ah)* (bß) a x a x 

- { (bß) u x + (ßa) b x + (ah) ßA(ab)*(aß) (aa) ß x 

+ (aß)*(ab)*(aa)b x ß x 

— { (aß) a x -f (ßa) a x + (aa) ß x ](ab)* (aß) (ßb) a x 

+ (aß)*(ab)*(bß)a x a x . 

Die letzten Terme der vier Zeilen heben sich gegenseitig auf; die 
ersten Terme aber sind paarweise gleich, indem der erste Term der 
zweiten Zeile durch Vertauschung der gleichberechtigten Symbole a 
und p/und der erste Term der dritten aus dem ersten der vierten 
Zeile durch Vertauschung von a mit b hervorgeht Also ist in der 
That 

F(G<) = { (bß) a x + (ßa) b x + (ab) ß x ) (aß)* (ab) (aa) b x 

- { (bß) a x + (ßa) b x + (ab) ß x ) (ab)* (aß) (aa) ß x = 0 

oder 

F(Gi) - ^ ( (rs > *' + W r * + ( * r ) ) ^ - °' ( T ) 

In ähnlicher Weise kann man jede Relation in die Form (I) bringen. 
(^Siehe Evectantenprocess). 

«■ i, • l 4 i't <" • ' ' r t 
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§ 2. Process der Polarenbild ung. 

13. Definition der Polare einfacher Formen. An der binaren Form 
f=>a* x können wir folgende symbolische Operation vornehmen. Wir 
sondern p Factoren a x von a* ab und ersetzen sie durch gleich viel 
Factoren a y . Die so entstehende Form 

f+ = a^'aß (1) 

nennen wir ji* Polare der Form a*, und den eben geschilderten ein- 
fachen Process: Polare nprocess. Man erkennt, dass jede Form 
w 180 Grades n -f- 1 Polaren besitzt, indem wir der Zahl p alle Werthe 
von 0 bis n beilegen. Eine höhere Polare von / als die n* ist stets 
identisch null. Die (n — ^) t0 Polare ist: 

/>-.« = ( 2 > 

Man sieht, dass beide Polaren (1) und (2) durch Vertauschung von 
x mit y aus einander hervorgehen. Diese Thatsache, dass alle Polaren, 

deren Grad > ~ ist, aus den vorhergehenden durch Vertauschung 

von x mit y erhalten werden, wird später bei Berechnung von Polaren 
complicirter Formen von Wichtigkeit. 

Ich will diesen sehr einfachen Process im Interesse späterer Be- 
trachtungen etwas umständlicher formuliren. Um zu bilden, kann 

man sich nämlich die n Factoren a x von f momentan durch n lineare 
Factoren 

ersetzt denken. Das entstehende Product wird nun /* mal polarisirt, 
indem man in allen Combiuationeu je fi Factoren r kx durch die fil 
Permutationen gleichviel leutsprechender Factoren r ky ersetzt. Dadurch 

entstehen ft! == n (n — 1) (■« — 2). . .(n — (i -f 1) Glieder, näm- 
lich gerade so viel, als die Anzahl aller Variationen von n Elementen 
zur Jpt Klasse beträgt Bildet man de*ea Summe, dividirt dieselbe 
duren diese Anzahl, und ersetzt hierauf wieder alle Symbole n durch 
a, so entsteht gerade wieder das Product a" - ' 4 ^. Es ist also: 

Der Polarenprocess ist nun aber nicht, wie der Faltungsprocess 
rein symbolischer Natur, vielmehr lässt er sich in mehrfacher Weise 

(Jordan, InvnrUntcn. II. 2 
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durch rechnerische Operationen ersetzen, die wir im Folgenden kennen 
lernen wollen. 

14. Differentiationsmethode. Bilden wir von f — a* die beiden 
ersten Differentialquotienten nach x x und x i} so erhalten wir: 

^- = na,a-~' = n/; (1) 

d % = na * a :~* - n & • (2) 

Multiplicirt man die erste der beider Gleichungen , mit y lt die zweite 
mit y 2 und addirt die entstehenden Producte, so kommt: 

Die erste Polare von f = a* ist also auch durch die Gleichung 

definirt: 

». 

/; - *>r> + 9,f t - J (>/, |£ + * |Q. (S) 

Bilden wir ebenso die zweiten Differentialquotienten 

l)a *<r-* =n(n- \)f lt (4) 

1) wr * = W (n- 1)/ 12 (5) 

IXT 8 -»(»- 0/; a , (0; 

multipliciren sodann die erste Gleichung mity, 2 , die zweite m\t2y t y it 
die dritte mit y* und addiren, so kommt: 

— a/ii« -»-/;.. 

Die zweite Polare ist also durch die Gleichung definirt: 
oder 

Fährt man auf diese Weise fort, so kommt man der Reihe nach zu 
allen Polaren. Die rechten Seiten dieser Gleichungen (3) und (7) sind 
aber nichts anderes als die totalen Differentiale von /'= a", wobei nur 

die Incrcmente dx lt dx t und durch y, resp. y 2 ersetzt sind. Daher der Satz: 

„Die ft to Polare a^'^af wird erhalten, indem man a n x p mal total 

differeutiirt, die Iucremente durch y x bezw. y s ersetzt und endlich mit 



'öx x <rx t 



n (« 
n (n 
n (n 
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— -- \ — .-rr multiplicirt": also in leicht verständlicher Form: 
n (« — 1). . . (n — (i -\- 1) 



(8) 

Durch diese Methode bestätigt man leicht folgende Sätze: 

1) Die Polare einer Summe von Formen ist gleich der Summe 
der Polaren dieser Formen, also 

2) Die Polare eines Produr*«** von zwei Factoren, deren einer eine 
Constante c ist, ist gleich dem Producte dieser Constanten in die Po- 
lare des andern Factors, also 

{c./V — c./*,*. 

3) Die v 1 " Polare einer Form n Un Grades ist identisch Null, wenn 
v > n. 

Es ist gleichgiltig, ob man das totale Differential nach x von 
der ft u,n Polare, odor das + v w totale Differential der nullten Polare, 
also der Form /' selbst bildet, ferner ob man die Originalform fcmal 
total nach x differentiirt und die Incremente durch y ersetzt oder die 
(q -f- Polare von /' q mal nach y differentiirt und an Stelle der 
Incremente wieder die Variable x einführt Man bestätigt dies leicht 
durch Rechnung und überzeugt sich so von der Richtigkeit des Satzes: 

4) Polaren von Polaren sind selbst wieder Polaren der 
Originalform. 

15. Beispiel. Wir bilden die erste Polare der quadratischen Form 

/ = a x * = ö,,*, 2 + 2ä> 1 z 8 + 
zuerst nach der ursprünglichen .symbolischen Methode, sodann nach der 
Differentiationsmethode und erhalten: 

fv = «x« y = (a l x l + a t x 3 ) (a l y l + a s y s ) 

= (a, 2 £, -+- «,<V'J Vt + { a i a t x i + fl/tfs) y 2 

= (a„x t + y l + («i^i + !/* • 
Ebenso findet man 

— (öo*i + «i^) .Vi + («1*1 + y« • 

16. Methode der binomiscJien Entwicklung. Die zweite rechnerische 
Operation, welche auf Polaren führt, stützt sich auf den binomischen 
Lehrsatz. Ersetzt man nämlich in dem Symbol a x die Variable 

x l durch x l -\- ly x 
x t durch x t -\- A y t , 



'"/TT 
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so geht dieser lineare Factor über in: a x -\- ka y und sonach a* in: 

(«, + i*p - «; + (;) *«r la „ + (2) * f «r*«/ + - h/«; = /■(*+ . 

Hieraus erkennt man: * 

„Die ft*° Polare von o* wird erhalten, wenn man in der bino- 
mischen Entwicklung von {a x -\- Aa y )* den Coefficienten von 

A* nimmt, und denselben durch dividirt. 

Beispiel. Um die zweite Polare der Form f = a x * zu erhalten, 
berechnen wir demnach in: 

fix + Ay) - a 0 (^+ Ay,) 3 + 3*^ + Ay,)'(* 2 + Ay,) 

+ 3«^ + Ay,) (* s + Ay,)* + « 3 (*, + Ay 2 ) 3 
das in A* multiplicirte Glied. Wir erhalten 

3 



2jA 2 /v' = 3A'a 0 *iyi 2 -f Sa l l-y l 2 x. i -f 6a 1 A , a?,y I y 2 -f- QaA i x i y i y l 

= 3A Ä { K^ + ä^^H- 2y l y,(a l x l + a,x 1 ) + y/(a,i 1 +a 3 *,) } • 
Dividiren wir diese Gleichung mit A s , so folgt: 

/> = (a 0 x x + a^y, 2 + 2y,y, (a,*, + cr^) -f- -f . 

17. Methode der Transformation. Wir sahen bereits in Nr. 3, 
dass durch die Transformation 

mit dem Modul d = [%v\) 

die Form /" = a£ übergeht in die Form 

F-A;-(a; 9l + a, y 2 )», 
dass also die Beziehungen bestehen: 

^ = A"- k A\ = a" -i «{ . 

Die A k sind die wirklichen Coefficienten der transformirten Form; 
o?~ *oJ ist aber eine Polare von /*, nur geschrieben in den Trans- 
formationscoefficienten. Daher der Satz: 

„Die Coefficienten von y der transformirten Form sind die 
Polaren der ursprünglichen Form, nur geschrieben in den Sub- 
stitutionscoefficienten § und rj" 
Wir können diesen Satz auch noch in anderer Weise formuliren. 
Multipliciren wir nämlich die Transformationsgleichungen (I) mit a x 
resp. a, 2 und addiren die Resultate, so kommt: 

a* = «i'Jt + a H y t . (1) 
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Anderntheils ist nach dem Identitätssatze : 

(xii) , (gar) , ox 

* -«•'«*> +"'«?)• (2) 

Durch Comparation dieser beiden Gleichungen erhält man 

Erhebt man aber die Identität (2) auf die n* 45 Potenz, so kommt: 

und diese Gleichung lehrt iu Verbindung mit (3): 

„Multiplicirt man die Form /*=»«* mit der n tott Potenz des 
Transformationsmoduls, so sind die Coefficienten von (xrj)*- k (£x) k 
= (M m y*~' &*» dividirt durch den betreffenden Biuoinialcoeffi- 
eienten, die Je*" Polaren der Originalforui." 

18. Erweiterung des Polarcnbegriffes. Im weitereu Sinne nennt man 
auch Formen, die mehr als zwei Reihen Veränderlicher enthalten, also 
Formen wie 

Polaren der Form /. Ihr Bildungsprocess ist folgendermassen detinirt. 
Man sondere vom Producte a n x zunächst x -+- A -f- fi Factoren ab, ersetze 
x derselben durch a yt A Factoren durch a X} p Factoren durch <z„; oder: 
Man nehme zuerst x -f- A -{- p Factoren a x hinweg und ersetze sie durch 
Factoren a y \ von diesen trenne man wieder A -f- p Factoren ab und 
ersetze sie durch Grössen a ly hierauf bringe man an Stelle von fi 
Factoren o, wiederum p Factoren a u . 

Man kann auch die so definirten Polaren durch rechnerische Pro- 
cesse erhalten. So würde die Differentiationsmethode folgende Opera- 
tionen verlangen: Die Form /"differentiire man k -f- A -|- jttmal total nach 
x, ersetze die Incremente durch y. Hierauf differentiire man A + ft mal 
nach y, ersetze die neuen Incremente durch z, endlich differentiire man 
fimal total nach z, und ersetze die Incremente durch ti. 

19. iyift'erentialglciclmng der Polaren. Die Polaren sind also Formen 
mit mehreren Reihen cogredienter Variabler. Doch lässt sich aus 
ihrer- Bildung erkennen, dass sie sehr specielle Formen dieser Art sind. 
In der That genügen sie auch einer bestimmten Differentialgleichung, 
die sich leicht aufstellen lässt. Bezeichnet man die Polare mit U, 
so dass also 

U = a»-V , 
dann ist: ^ = („ - A) V «, 
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und daher: 

il}k =Xtt - x) ''""''<'' a ' a ' 

Das ist die partielle Differentialgleichung, welcher jede Polare ge- 
nügt; wir werden später unigekehrt sehen, dass jede rationale ganze 
Function von x und y, welche diese Gleichung befriedigt, in der That 
eiue Polare ist. 

Besitzt die Polare mehr als zwei Reihen Veränderlicher, dann 
treten zu dieser Gleichung (I) noch weitere analog gebildete, so dass 
bei n Reihen von Variabein die Anzahl derselben auf A T anwächst, wo 
■ X die Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung von n Elementen 
zu je zweien bedeutet. Dieselben sind natürlich nicht durchwegs 
selbstständige Gleichungen. 

20. Der Omegaprocess. Durch die Differentialgleichung (I) ist gleich- 
zeitig ein Process deiinirt, der wie jener der Faltung und Polaren- 
bildung ein Jnvariantenprocess ist. Wir schreiben denselben, wenn 
wir ihn auf eine Form /', die in x vom Grade m, in y vom Grade n 
ist, angewendet wissen wollen, gewöhnlich in der Gestalt: 

Kl ' m ■ n I cx, d ij. ex. byi ) 
und nennen ihn dcmgemäss Omegaprocess. Man kann ihn durch 

repräsentiren. 

Dass durch ihn die lnvarianteneigenschaft eines symbolischen 
Productcs uiclit aufgehoben wird, erkennt mau daraus, weil durch 
diese Operation aus demselben wieder nur symbolische Producta ent- 
stehen. 

Wenden wir nämlich den Omegaprocess zunächst auf das sym- 
bolische Product 

P = (i'"b" 

* >j 

an: wir erhalten: 



= n • m ■ a. n'- *h.h n ~ x 



= w ■ m ■ a., d'" l l>.b n x . 
t j. aj l - < 1 y 
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Durch Subtruction folgt aus beiden Gleichungen: 

ßP dl* 

cx\ dy t - cy x - » '» «r^rM«, b,~b l<h \ =n.m.{iib)a™->b«-\ 
also: 

U(P) (I) 
Unterwerfen wir diese Relation abermals demselben Process 

so erhalten wir: * 

Ä*(p) «= (a6) s a«- 8 fc y - a , u. s. w. 

Aus symbolischen Producten entstehen also durch diese Operation 
immer wieder symbolische Producte, und man erkennt aus dem Bei- 
spiel die enge Beziehung, die zwischen Omega- und Faltungsprocess 
besteht Alle symbolischen Producte, welche aus einem Stammpro- 
ducte P x • Q x dadurch abgeleitet werden, dass mau immer je einen 
linearen Factor von P x mit einem von Q x faltet, entstehen auch aus 
Px • Q 9 , oder Q x • P y durch den Omegaprocess. 

Seine Invarianteneigenschaft wird übrigens auch noch durch eine 
gewisse Relation bestätigt, die ihn mit Polarenbildung in Verbindung 
bringt. 

Polarisirt man nämlich das Product 

p = «"• b* 
* v 

h- ■'■ nach x in Bezu g auf y, so erhält man 

.. !f . '•••> .tt'^n : ■■ J 1 y ?/ 

Bildet man aber hiervon wieder die erste Polare nach y in Bezug auf 
x, so kommt unter Anwendung der Differentiationsniethüde: 

Ilie^on auf beiden Seiten 

"% , y (n + 1) P = a~V + na»b; 

subtralurt, liefert die Relation: 

(n + 1) { P - ^ l % *i ) ~ n(ab) (xy)«;-«*;-» = n (xy) • Sl (P) , 

oder: ^ J 

+ (*»>«(*")■ (II)" 

Clebsch hat diese Relation benutzt, um die Form P in eine Reihe zu 
entwickeln, die nach Potenzen von (xy) fortschreitet, und deren 
Coefticienten Polaren gewisser Formen sind (Clebsch, Theorie der 
binären Formen, § 7. — Vgl. auch Nr. 25 und 28 dieses §). 



(u 4- 1) V . ' J x, = a m b» 4- na' u - l a b b n ~ l , 



I 
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24 Erster Theil. 

21. Polaren eines Productes mehrerer Formen. In den meisten Fällen 
hat ruau nicht die Polare einer einzigen Form zu bilden, sondern eines 
Productes von Formen. Um dieselbe aufzustellen, benutze ich zunächst 
die am Schlüsse von Nr. 13 entwickelte Methode. Es sei das symbo- 
lische Product, dessen Polare zu berechnen ist: 

77 = (ab) (ac) (bc) . . . a'^byi * 

Die Klammerfactoren bleiben als Constante C von dem Polareuprocess 
unberührt Die Factoren erster Art, — es seien X an der Zahl — 
ersetzen wir wieder durch X lineare Factoren r ix und bilden sonach 
die Polare von 

F = Cr lx r tx r 3x . . . ri x . 

Dann erhalte ich hieraus die Polare, indem ich in allen möglichen 
Combinationeu ohne Wiederholung von X Elementen je k Elemente 
r ix herausgreife und jedesmal durch die k\ Permutationen der ent- 
sprechenden Elemente r iy ersetze. Die Summe aller dieser Glieder, 

dividirt durch ihre Anzahl {^j k\ liefert die Polare von F. Wir 
können sie also schreiben: 



1 



U ^7 F 

h '\kk 

Ersetzen wir hierin wieder die Symbole 

ri v , r 2! , . . . r t>y durch a x 
r^^ y . . . r ny durch b x 
r a +i, y. r 0+i) r fy durch c x etc., 
so stellt das Resultat die k te Polare von 77 dar. 

22. Darstellung dieses Polarcnprocesses durch binomisclie Entwick- 
lung. Wir können nun wieder diese symbolische Methode durch Rech- 
nung ersetzen und wählen zu dem Zwecke die binomische Entwick- 
lung. Ich will mit einem Producte von zwei Formen beginnen. Es sei 

F = a m • b n = «"»+■ . 

x x Ix 

Die^Polare von F 

entsteht alsdann, wenn wir in F die Variable x { durch -|- Ay, er- 
setzen und den Coefficienten von J" ") X k in der Entwicklung 
von p(x -f- Xy) m + n nehmen. 

Diesen Coefficienten erhalten wir auf folgende Weise. Es ist: 
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= (;)a»+ (7) ior'°, + (")* 2 «r ! «; + (")* 5 «r Ja ; + • • 

<», + * 4,)* -(;)*:+( r) **r , * f + (;) < s| »r s *•;+(?) ^r 3 *;+■■• 

Durch Multiplication der beideu Entwicklungen bekommt man ala 
Coef'ficienten von A*: 

( m +»)iV = ("+»)jC+"-^ 

- (•) (?) -r *r* *• + fr) (» ^ ,) «r ' », ''r 4+I *r 
+ (»)( t " s )«r !a ; i 'r t+!i r + --- 
- + (")(;) «r'-'A 

Die rechte Seite dieser Gleichung, dividirt durch I f. j, stellt also 
die ti* Polare von a m • b" dar. 

X X 

23. Relation zwisclicn den Coefßcienten der Polare. In dje zuletzt 
erhaltene Entwicklung führen wir folgeude Abkürzungen ein. Wir 
setzen: 

, _(':)(") _(7)(*-i) f _(;&A.) 

ferner: 
dann ist: 

Ar 

F y ^^cM Q . (I) 

0 

Die Grössen 6^ hezeichnen wir kurz als „Glieder** der Polare, das 
Glied 6r 0 führt den Namen „Anfangsglied". Jedes Glied hat, wie man 
unmittelbar ersieht, die Eigenschaft, direct in F überzugehen, sobald 
man y durch x ersetzt. Da anderntheils F 9 k selbst in F übergeht durch 
diese Substitution, so folgt aus (1) die Identität: 

F = c 0 F + c x F + c t F H c k F 

oder nach Division mit F 

1 — C 0 + C l + °t H Ck, ' (II) 

d. h. „die Summe der Coefßcienten in der Polare F^ ist immer gleich Eins." 

24. Benachbarte Glieder. Jedes Glied G Q kann man sich auf 
folgende Art symbolisch entstanden denken : Man schreibt m Factoren a x 
und n Factoren b x an, nimmt beliebig q (q < k) Factoren hinweg und 
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ersetzt sie entsprechend durch Factoren a v resp. b y . Dabei giebt der 
Zähler des zugehörigen Coefficienten c { > immer an, wie oft durch Herbei- 
führung immer anderer und anderer Factoren diese Operation vorge- 

nommen werden kann, „ämlicb (?) " ,) »»1. Zwei aufeinander- 
folgende Glieder C? v und G^i 

l> x y x y 

unterscheiden sich nur dadurch, dass au Stelle des Facto renpaares 
a x b 9t das Product a y b x getreten ist, d. h. ein vorhergehendes Glied 
hat einen Factor a x und einen Factor b y mehr, als ein nachfolgendes. 
Zwei Glieder, die sich nur um zwei solche linearen Factoren unter- 
scheiden, nennen wir „benachbarte Glieder". (Vgl. auch Nr. 10.) Ihre 
Differenz liefert: 

(r - G^ = a"-^" 1 afib— k +v b k ~v~ l (ab -b a). 

•j Q+i x ij r y \ x y x y> 

Nun ist aber uach dem Identitätssatze Nr. 11, (III): 

(«, b„ — b x a tJ ) = (ab) (xy). 

Daher wird: 

G — G , , = (ab) (xu) ■ a"'-r-' a» • &•-*+?&*-<?-« , d. h. 

„Die Differenz je zweier benachbarter Glieder einer Polare 
enthält immer den Factor (ab) (xy)." 

25. Verallgemeinerung dieses Satzes. Dieser Satz gilt aber auch 
für die Differenz zweier beliebiger Glieder 

G,,- G n . 

Denn es ist: 

G k> — G„ = G„ — G^ t -f — G lt+i G t>+ 2 • -f G„~i — G„ , 

wo nun rechts immer je zwei Glieder benachbart sind. Er gilt end- 
lich aber auch für die Differenz 

*>.- Q t - 

Denn multipliciren wir die Gleichung (II) Nr. 23 mit G Q und sub- 
trahiren sie von Gleichung (I), dann erhalten wir 

F y t ~ g q = c o ( r 'o — ^v) + c, (G t — £» (( ) H 1- et (G t — 

Daher der Satz: 

„Die Differenz zwischen Polare und einem ihrer 
Glieder enthält immer den Factor (ab) (xy)" 
Wir wollen diesen fundamentalen Satz noch etwas weiter ver- 
folgen. Der andere Factor, der mit (ab) (xy) zusammen die Differenz 
Fy k — Gf, darstellt, besteht aus einer Summe von Gliedern 1I 0 , die in 
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x wie in y um je einen Grad niedriger sind. Multipliciren wir mit 
dem einen Factor (ab) in diese Summe hinein, so lässt sich jedes Glied 

(ab) H tt 

als Glied einer gewissen Polare auffassen, die um eineu Grad niedriger 
ist als die ursprüngliche Polare. Ueberdies ist diese (k — l) 40 Polare 
nicht wie F ijk von dem Producte 

der beiden ursprünglichen Formen gebildet, sondern — eben wegen 
des Klauiuierl'actors (ab) — von einer Form, die aus ihm durch ein- 
malige Faltung entstanden ist. Bezeichnen wir diese Form mit 

ihre Polare mit: (/*, <p) k - t 

und ein Glied derselben mit 

so kann mau den eben erhaltenen Satz in die algebraische Form bringen 
G, - F i + (,,) V c. 0„, „ »!! . (I) ■ 

Die Iteration liegt nahe. Ich ersetze die einzelnen Glieder der Summe 
in (I) gerade nach diesem Gesetze wieder durch die ihnen zugehörigen 
(k — l) tea Polaren und eine Summe anderer Glieder K t die neuerdings 
den Factor (ab) (xy) erhalten, also (k— 2) u ' n Polaren angehören von 
Formen, die durch zweimalige Faltung aus /'• tp entstanden sind. Der 
Ausdruck (I) wird dann: 

G,, - F t + (xy^cdf, + «f*«/. »>>_,• 

Wiederholt man diesen Process so lange, bis man schliesslich auf 
nullte Polaren kommt, von Formen, die aus f • <p durch A; malige Fal- 
tung hervorgingen, so gelangt man endlich zu dem Resultat: 

G Q = F yk + * (/; 9») y ^ + (/*, + * " ' 

+ (/»:., d. h. ( (II) 

„Jedes Glied einer Polare lässt sich entwickeln in eine 
Summe von Polaren, multiplicirt mit Potenzen von (xy). 
Das erste Glied dieser Summe ist die ursprüngliche 
Polare selbst und hat den Coefficienten Eins. u 
Für den hier betrachteten einfachen Fall werden wir später (§ 8) 
die Reihenentwicklung mit Angabe der Coefticienten geben. 

26. Beispiel. Ich will die bisher gewonnenen Resultate an einem 
Beispiele veriticiren. Es sei gegeben das Product 

/''=/• w = « 3 • Ii 1 = r, r, t\ • r, r r r. . 

it x z \x tx Zx ix Ux 6x 
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Die zweite Polare dieses Products ist nach der ursprünglichen 
Definition (Nr. 21) dargestellt durch: 

211 \ r i 

= §!iö \ ri » r s * rsx r ** Hx r ** + r '» rs * r4j r «* + r »y r< y r ** r ^ r ** 

+ r iy r &y 's* r&r rg, -f - r i, r «y r *x >a* r *x »"5x + r *y r »y r ** »V;* 
4" r 2y *"iy »* u r 5r + r 2y r 5y r! x r üx -\- r ty r 6y r iy ;- 3j r** 
+ r 3y » 4y r„ vi* r 6x + r- AlJ r by r lx r 2x + r SlJ r fly r lx r Sjr 

+ »4y *'5y '*lx *3x ^6x "f" Uy f'6 V ^lx ^ 2x »*3x >5x 4" *5y *6y **lx *Yr *3x Ux j " 

Ersetzen wir hierin r, r 2 r 3 durch a, r 4 r 5 r 6 durch Z>, so erhalten wir: 

- 1» I a l a , + «; *. *i + *, «- »j + », , ^ ^ + "l h »: »i 

+ «»« 4» + o i o s t s + a ««i 8 + «la l i' + «i a'b' 

' ij x x • y y x x ' y y x x ■ yi/xx' y y x x 
1 y y x x I y y x x 1 y x x 1 y x x < y x x j 

Blassen wir alle gleichen Glieder zusammen, so kommt: 

F,, -« {«;«.*£ + Sa, ^ij + i{a*6, )■ 

Iu dem nämlichen Resultate gelangen wir nach Nr. 22 durch die bino- 
mische Entwicklung. Darnach ist: 

- L + (?)(?k«Ä + (5) v**i 

Bilden wir nun die Differenz der Polare und des zweiten Gliedes. 
Man erhält: »1 . " ^ N U * C<. i, i 

- | «x«y^x^y = | MM? " + "5 - «x«y^^y) 

oder 

Jeder der beiden Terme im zweiten Factor rechts stellt ein Glied der 
ersten Polare einer Form dar, die aus durch Faltung hervor- 

geht, nämlich der Form: 

* = (ab)aibl. 
Die erste Polare dieser Form ist aber gerade 

• r - H («6) <W, + («*)»,»,»!}• {**) 

■ \ ■ * 

f ' i *' 1 ' ■ ■ 

L •■ . > • 

|- • VM' 1 » . 

I * n> , (. - ■ 

- - - V.'>Ji. "M AVA 

■ 
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Folglich ist uu: {l ) -<-^^' } r> r^' 

27. Beispiel Berechnen wir ebß»st) die vierte Polare von ; ! " lt ? ' "\ 

* X * 

Sie ist, wenn wir uns wieder lineare Factoren r lx eingeführt denken, 
dargestellt durch 

(4 0 ) F * = y! r *> r *> r 3y r *> ' r ~ r P r ~r~- 

\*/ r Ix r 2* r 3o: r 4x 

Die 6 Factoren a x lassen sich ^ mal zu je 4 Factoren r ix gruppiren. 
Also ist das Anfangsglied sammt Coefficienten 



Sie lassen sich ferner (gj mal zu .je 3 Factoren r ix verbinden. Jede 

dieser Complexionen kann mit je einem Factor b x multiplicirt auf- 
treten; folglich ist 



Auf gleiche Weise findet man die drei anderen Glieder und erhalt so 

(4 0 ) *v -- (!) (ä) + <$®W.+ (S)(i) WS 



Zunächst erkennt man: die Summe aller Coefficienten ist Eins. Sub- 
trahiren wir nun von Py* das Glied 

G, - ^ { löaj 6« aj b x + 8üaJ ft{ aj b\ + 90a« 0; aj V 

+ 240^^6; + ^^^}, 

so erhalten wir: 

P * -°* = j|fo{ 15 ( G o-^) + W^-ö,)+24(G a --^) + rr 4 -G 4 j. 
Nun ist 

Cr, — 6? s = (ab)(yx)a*b atb? 
G,-G t = (ab)(xy)a]va\b x 

und folglich: 

G„ ~ (\ - G 0 - + Cr, - G, - (yz) aj aj fc> + («6) (y*) «J b y a* ÄJ 
<; - (i _ G - G_ + Tr 3 - G_ = (aft) ^ * «J 6, . 



v V 'V-;- ^V- 1 - n -<JiyV O - VV,X* <yv c 
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Folglich ist: 

^ " ö, = {- 15(a^ y <6; + «W) - SOanani 

{- 15^«I*i--9»fl;W + 25a^aI6, + ^}. 
Demnach wird: ; 

o,-P^ + (*»){ii(«J)^a;ij 5> 

+ U <«») "i *i " <t (•') - ». («») S ' 
Die Glieder, welche sich rechts innerhalb der Klammer befinden, sind 
durchwegs Glieder der dritten Polare von 

' - j • - . Q = (ab) a-'b\ 

»l XX 

Man könnte sie also wieder ersetzen durch Q u * plus einer Summe von 
Gliedern zweiter Polaren u. s. w. ^- ^ * <' r •■ 

28. Polaren eines beliebigen Productes von Formen. Wir haben 
bereits in Nr. 21 den Process definirt, durch welchen die Polare eines 
Productes von mehr als zwei Formen erhalten wird. Es erübrigt noch, 
rechnerische Operationen anzugeben, durch welche dieser symbolische 
Process ersetzt werden kann. Am einfachsten bedienen wir uns wieder 
det binomischen Entwicklung. Sei nunmehr F das Product von 
x Formen 

9 — h l > * = c *> • • • etc - 
Dann ist die Pulare von F durch folgende Grösse definirt. Wir 
ersetzen in F durch x t -\- Ay, , bilden die binomischen Entwicklungen 
der Formen 

.y («r + l «,)'", + My)*, (c x + Ac y )", . . . etc. 

und multipiieiren die so erhaltenen Summen. Der Coefficient von l k 
dividirt durch 

+ n + p -f • • • sy 

liefert die k u ' Polare von F. Die Ooefficienteu dieser Polare haben dem- 
nach die Form 



W \V \' A 



+ « + |> + • ■ ■ «J 

und ihre Summe ist wiederum gleich Eins, wie aus der ursprünglichen 
Definition Nr. 21 unmittelbar ersichtlich ist. 

20. Beispiele. Wir berechnen die dritte Polare des Productes: 
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Es ist: 

K + - 0 «i + (?) K«, + ( s 3 ) **•.«• + 0 ^'«; 

(», + A4,) 8 - (o) b l + (0 + 0^ 

c *+H = 0«. + 0*v 

Die dritte Polare ist somit: 

F >■ = (|j 0 0 0 «! c - + (D 0 0 ^ "> *• c * 
H)00^°^ + 000^V,^ 
+ 000^)- 

Ich mochte hierbei noch aufmerksam machen auf die Zahl der Glieder 
dieser Polare. Sie ist nämlich gleich der Zahl der Variationen mit 
Wiederholungen von 4 Elementen (0, 1, 2, 3) zur Summe 3. Dies 
lässt sich an diesem einfachen Beispiel direct ersehen; denn in den 
Coefficienten der einzelnen Glieder: 

000- 000. 000- 000' 000 

stellen gerade die untern Zahlenreihen die erwähnten Complexionen 
dar. Dieses Gesetz, das aus dieser Art der Polarenberechnung un- 
mittelbar hervorgeht, gilt auch allgemein. 

Ueber die Anzahl dieser Variationen hat Cayley im Jahre 1856, 
Phil. Trans. Bd. 146, folgendes Gesetz aufgestellt: 

„Eine Zahl p kann als Summe von q Zahlen der Reihe 
0, 1, 2, . . . so oft dargestellt werden, als der Ooefficient xf & 
in der Entwicklung nach steigenden Potenzen von* z der 
Function 

■ 

(1 — z) (1 — xz) (1 - x*z) . . . (1 r- afiz) 

beträgt. (Vgl. auch Faä di Bruno, Theorie der binären 

Formen, übersetzt von Walter, Seite 124.) 
30. Benachbarte Glieder. Auch hier, bei Polaren eines Productes 
von Formen, sind wiederum zwei Glieder benachbart, wenn sie bis 
auf ein Factorenpaar q x • r y übereinstimmen (wobei r und q für irgend 
eines der Symbole a, b, c, d, ... etc. stehen). Die Differenz zweier 
benachbarter Glieder besitzt wieder das Factorenpaar (qr) (xy) zu 
Factoren. Bildet man alsdann die Differenz zweier beliebiger Glieder, 
oder die Differenz von Polare und einem ihrer Glieder, so hat diese 
Differenz zunächst den einen Factor (xy). Der zweite Factor gliedert 
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sich in eine Reihe von Summen, welche je mit einem der Klammer- 
factoren (qr) multiplicirt auftreten. Jede solche Theilsumme ist somit 
ein Aggregat von Gliedern, die (k — iy* a Polaren angehören von 
Formen, welche aus F durch Faltung entstanden sind. Es gilt somit 
noch immer der Satz: 

„Jedes Glied einer Polare von F lässt sich darstellen durch 
die Polare selbst plus einer Summe von Gliedern, welche selbst 
wieder niedrigerem Polaren von Formen angehören, die aus 
F durch Faltung entstanden sind." 
Wendet man auf diese Glieder niedrigerer Polaren den gleichen 
Satz an und wiederholt ihn so lange, bis alle Glieder durch Polaren 
ersetzt sind, so erkennt man die Richtigkeit des Satzes: 

„Jedes Glied einer Polare und damit jedes symbolische Product 
mit zwei Reihen Veränderlicher x und y kann in eine Summe 
von Polaren entwicfielt werden, die nach Potenzen von (xy) 
fortschreitet." 

31. Polaren mit mehr als zwei Bcüien cogredienter Variabler. Wir 
haben schon in Nr. 18 den Polarenbegriff für eine Form dahin er- 
weitert, dass wir als Polare auch das symbolische Product definirten: 

f k i = a*— *~ *-a k a*. 

Aehnlich können wir allgemein ein beliebiges symbolisches Product 
nach mehreren Reihen Variabler y, e, u, v . . . etc. polarisiren. Wir 
ersetzen in dem symbolischen Product 

F = f.<p.tp... } 

welches vom Grade m n -}- p + • • • = s in x sein möge, die Varia- 
bein Xi durch Xi -f- QiV> ~h P*~« ~h • ' * > entwickeln die einzelnen Facto- 
reu f y <p, # . . . nach dem polynomischen Lehrsatz und multipliciren die 
so erhaltenen Summen. Irgend eine Polare, etwa die Polare F t.S u + 
ist alsdann dargestellt durch den Coefficienten von Q^Q^Q*, dividirt 

durch den Polynomialcoefficienten: xyif»! (r^ifc — % — ' neunen 
sie wiederum eine gemischte Polare und alle Sätze, welche über die 
einfachen Polaren und deren Glieder aufgestellt wurden, lassen sich 
auf diese Polaren und deren Glieder übertragen. Insbesondere gilt 
der Satz: 

„Jedes symbolische Product mit beliebig vielen Reihen cogre- 
dienter Veränderlicher x, y, s, u . . . kann in eine Summe von 
Polaren entwickelt werden, multiplicirt mit Potenzen von 
(xy), (ys), (xs) ... etc. 
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§ 3. TJebersohiebungsprocess. 

32. Definition. Die einfachsten symbolischen Producte u sind 
diejenigen, welche nur zwei Symbole enthalten: 

u = (ab) k a n j~ k b£-*. 

Man nennt sie „Ueberschiebungen", und der Process, durch den sie 
entstehen, ist der Faltungsprocess: Das Product 

P = a'" • b n 

X X 

der beiden Formen f = a™ , <p = b* x wird k mal gefaltet. Wir werden 
eine solche k 1 * Ueberschiebüng in der Folge auch sehr häufig durch 

darstellen. Ist n < m, so kann k alle Werthe von 0 bis n annehmen. 
Insbesondere ist: 

(/; V f=f.<p= a'».b» 

(f> 9>) m = (ab)»a'»-\ 
Jede höhere Ueberschiebüng als die verschwindet alsdann identisch. 

Die Ueberschiebüng ist eine auch unsymbolisch darstellbare Form, 
eine simultane Covariante von f und (p, und der rein symbolische 
Faltungsprocess liefert sonach hier ein Resultat, das sonst durch 
rein rechnerische Operationen erhalten wird. (Siehe Nr. 35.) Aus der 
Definition der Ueberschiebüng als Resultat der Faltung eines Productes 
f-<p erkennt man unmittelbar die Gültigkeit folgender Relationen: 

W {of,<pY-c(f, V y 9 d.h.: 

„Die Ueberschiebüng eines Productes c • f, wo c eine Con- 
stante, über eine Form <p ist gleich dem Producte der Ueber- 
schiebüng (/; q>) k in die Constante c." 

( ß) (f+c x -*, <p+c.'z) i -(f, *)*+**(/; z)* + wo, Z) k , 

d. h.: 

„Die Ueberschiebüng von linearen Systemen einzelner Formen 
ist gleich einem linearen Systeme der Ueberschiebungen dieser 
Formen." 

(y) (y, /'/ = (ba) k b» r k r/»-* = (- 1)*. (/; tpy, d. h.: 

„Die /c to Ueberschiebüng iindert, wenn man /' mit <p vertauscht, 
ihr Zeichen, je nachdem k gerade oder ungerade." 

Im Interesse späterer Untersuchungen will ich die Faltungen, 
durch welche eine Ueberschiebüng entsteht, noch auf einem umständ- 
licheren Wege ausführen. Wir denken uns nämlich einen Augenblick 

Gerdau, Invaruutoti. 11 3 
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die m symbolischen Factoren von f, und die n Factoren von <p ver- 
schieden, etwa: 

Die Ueberschiebung (f, <p) k entsteht alsdann, wenn wir das Product 

■P — f' 9> = T \* r ** " ' " X Sli^x • • • S nT 

Je mal falten und nachträglich r k durch a, durch 6 wieder ersetzen. 
Um aber hierbei keine der einzelnen Factoren auszuzeichnen, werden 
wir diese Je Faltungen auf alle möglichen Arten vornehmen, die 
Summe aller so entstehenden symbolischen Producte bilden, und, 
damit wir nach Einführung der alten Symbole a und b wieder auf 
das einzige Product (aby a'£~ k b*~* kommen, diese Summe mit der 
Anzahl aller Glieder diyidiren. Diese Anzahl ist im Allgemeinen 
gleich dem Producte 

(fjhlx £j) Jel = m (m - 1) • • • (m - Je + 1 ) • n (n - 1 ) • • • (n - Je + 1 ), 

da jede Variation ohne Wiederholung von m Elementen zur Klasse 
mit jeder Variation ohne Wiederholung von n Elementen zu einer 
Faltung Veranlassung giebt, wenn wir völlig symmetrisch verfahren 
wollen. Man hat demnach: 

ff w \k = 1 _. L 

v/ ' m (m - 1) • • • (m - k -f 1) n (n — 1) ■ • • (n - k -f 1) 

und dieser Ausdruck rechts reducirt sich auf 

(f t <pY = (ab)* a^~*^, 

wenn wir r k durch a, und 5* durch b ersetzen. 

33. Der Omegaproecss und die Ikbcrschicbuny. Das gleiche Resultat, 
das wir hier durch & malige Faltung der beiden Formen / und <p er- 
hielten, entsteht auch durch Je malige Anwendung des Oinegaprocesses, 
wenn wir vorher in einer der beiden Formen x mit y vertauschen, 
und nach ausgeführter Operation wieder y durch x ersetzen. Man 
erkennt dies aus den Entwicklungen in Nr. 20, nach welchen der 
Omcgaprocess angewendet auf das Product 

p = a' n b" 

* >J 

die Resultate lieferte: 

Sl(P)=>(ab)a»-Vb*-* 
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Wir haben somit auch als weitere Definitionsgleichung: 

(f l9 y = *,)},-/• (HD 

34. Ueberscliiebung der Polaren. Nach der ursprünglichen Defini- 
tion wurde die Ueberschiebung in der Weise gebildet, dass man je 
zwei Factoren a x b x durch deu Klauimerfactor (ab) ersetzte. 

Wir können in diesen Process noch eine scheinbar überflüssige 
Zwischenoperation einführen, die wir aber sofort als einen für die 
Bildung der Ueberschiebung fundamentalen Process erkennen werden 
Ersetzen wir nämlich in dem Producte 

P*=a m b n 



X X 



jedes der k Factorenpaare a x b x zuerst durch k Factorenpaare a ¥ b y , 
und falten wir nun erst fcuial nach t/, so entsteht wiederum 

U = (ab) k a'2~ l bl- k . 

Die Zwischenoperation war aber nichts anderes als der Polarenprocess, 
durch welchen aus P die Form 

geworden war. 

Die Ueberschiebung entstand hieraus durch Faltung der Polaren 
nach y. Daraus erkennen wir den Satz, der namentlich für compli- 
cirtere Formen f und <p von Wichtigkeit wird: 

„Die Ä; to Ueberschiebung der Zc*"" Polaren ist gleich der 
fc** 0 Ueberschiebung der Formen," oder: 

u-favY-Vs,*^. (IV) 

Bei dieser Ueberschiebung der Polaren werden hier die Variabein 
x als constant angesehen und die Ueberschiebung geht so weit als 
die Variabein y gehen, d. h. die Operation liefert eine simultane 
Invariante der Polaren in Bezug auf die y. 

35. Unsymboliscfie Darstellung der Ueberschiebung zweier einfacher 
Format f und <p. Bezeichnen wir nun die Polare von f mit 

r* = a' n ~ k a k . 
>j z v ' 

und ebenso die Ä** Polare von <p mit 

dann ist also die k te Ueberschiebung dieser beiden Formen /' und q> 
bezeichnet durch: 

M' = (/>, 9,/Y = (f, *Y - a< x »- k b*- k {aby. 
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Es ist aber rj=r als Function von y betrachtet unsymbolisch 
gegeben durch: 

r = r 0 y\ + ({) r t y^ y, + ({) Ufr* Vi + ' " ' + ~'t * 
und ebenso 

* - \ »5 + (t) «4- ». + (J) yi~ 2 « + ••+*„ »i ■ • 

Hierbei sind die unsymbolischen Coefficienten r,, s, im Allgemeinen 
Functionen von ar. Stellt man nun anderntheils r und s symbolisch 
dar, setzt also 

* — ( s i J^i + s i y*) k ; 

dann ist in symbolischer Bezeichnung die Invariante 

(r*Y = rf s* - (*) r{- r, Sj + (*) ,-{-* ^ *; + ... + rj *{ . (I) 

Ersetzt man aber hierin die symbolischen Coefficienten 
sj , 1 • s a , / 2 • sj; , . . . 

durch die wirklichen 

r o ) r \ > r 2 > ' ' ' 

so erhält man als unsymbolische Darstellung der Uebcrschiebung 
(f, (p) k die Invariante der Polaren: 

(rs) k = r 0 s k - ({) r 1 s*-! + (*) r 2 i_ Ä 1 ±r k s 0 . (II) 

Dieser Ausdruck ist eine simultane Covariante von f und <p. Er 
stellt direct die bilineare Invariante der beiden Formen dar, sobald 
m = n = k, d. h. der Grad der beiden Formen mit dem Grade der 
Ueberschiebung übereinstimmt. 

Nun sind die Coefficienten der Polare nichts anderes als die 
Grössen 

r<£h* (vergl Nr - ,4 ' < 8 * 

Ersetzen wir daher dieselben in (I) durch diese Differentialquo- 
tienten, so erhalten wir als Ausdruck der ß ton Ueberschiebung 

(f »V - (rsY = ( — ^ (n 1-^- . 

_ /*\ ° k f . I l_ ü*f z** \ 
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oder in leicht verständlicher kürzerer Schreibweise: 

(f, 9 Y = ( -"' -*» <!^» ! l. a l|i- p- . |i | *. •) (III) 

v " ^ w! »»! I ^jj, 6x t öx t dx^ ' v ' 

Vergleicht man diese Darstellung mit der Darstellung der Ä lon 
Polare von Nr. 14 (8) 

so erkennt man, dass sich der Ueberschiebungsprocess auch folgender- 

massen formuliren lässt: 

„Die Ueberschiebung von f über <p wird erhalten, wenn 
man in der A ,Um Polare von f : y x durch b t und y ä durch — b x 
ersetzt, und die entsprechende (n — Potenz des Symbols 
b x von <p als Factor hinzufügt/' 

36. Beispiele von simultanen Co- und Invarianten. Ich will nun 
eine Reihe von Ueberschiebungen wirklich bilden. Wie schon erwähnt, 
erhält man die simultane bilineare Invariante zweier Formeu gleichen 
Grades unmittelbar durch die Relation (II). 

Ist z. B. /*= aj* = « 0 jr, 2 -f 2 a x x x x i -f- a 9 x t * 

<P — Ix* — \ X \ + 2 Ml*3 ~h ^V» 

so ist (/; <pf = «, V) 2 = W = «A - 2a x b x + a^- (1) 
Ebenso ist, wenn f = a x 3 und <p = 6 t 3 : 

(„&)» = a 0 b 3 - 3a,6, + 3aÄ - ~a~b 0 . (2) 

' Berechnen wir auch die zweite Ueberschiebung der beiden Formen 
/' und tp. Die zweite Polare von f ist unsymbolisch 

/> = a/a x = K*i + «i**)j/i S + 2 («i*i +Vt)'Jiy*. + {"iXi+V^y*. 
Ersetzt man hierin 

y x durch b s 
y s durch — b x 

und multiplicirt mit b Xf so erhält man 

(a 6)*rt x i x = + a x x 2 ) 6/6 x - 2 (a t ^ + a^) b x b t b x + K-^i + «3 * 3 ) K *k , 
oder, wenn man fc* durch 6^ -f- K x * ersetzt: 
(ab)*a x b x = (a Q x x +a, xj (b x bjx x -f^ 5 x 2 ) - 2(a, x, fa^^VMi +&i 

-\-(a i x x -j- fta^jj) (6,*^ -\- b x b t x t ). 

Führt man hier für die symbolischen Coefficienten b x * } &^J> a etc. die 

wirklichen ein und ordnet nach den Potenzen der Variabein x, so kommt: 

— — — — / 

*) Die Gleichung (III) lehrt, da«s8 (/*, <p) k = 0 eine lineare Differential- 
gleichung zur UcätiinniuDg der Form qp ist, bobald f als bekaunt angenommen wird. 
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(ah)*a x h x = (a 0 L - 2a, &, + 0.^)*,- - {a x h t + «A — «o^«Ä)*i*» 

+ (ä 1 6 3 -2ä t & J + « s 6 I )V. (3) 
37. Beispiele von Co- und Invarianten einer Form. Bei der Dar- 
stellung des Ueberschiebungsprocesses waren /' und q> beliebige Formen. 
Wir können nun als Form <p die Form f selbst wieder wählen und 
erhalten auf diese Weise Co- und Invarianten einer einzigen Form, 
durch Ueberschiebuug derselben über sich selbst. 

So liefert das Beispiel (2) in Nr. 3G für die eubische Form 

' X X 

(ab) 3 = a„a s — 3o,a 2 + Sa i a l — a 3 a 9 = 0, 

d. h. die dritte Ueberschiebung von f über sich selbst verschwindet, 
was a priori aus dem symbolischen Product (abf hervorgeht. (Ver- 
gleiche Nr. 8.) 

Ebenso wird nach Boispiel (3) Nr. 3G 

(abfa x b x = 2[(a 0 a 2 - a*)x* + (« O o 3 - a, a s ) x x x u _ -f (ä, a :i — aJ)x/\. (4) 

Bezeichnet mau diese Covariante von /' mit z/ x , also ihre Uoeffi- 
cieuten mit z/ 0 , J lt so kann man von ihr selbst einmal die erste 
Ueberschiebung über f, dann die zweite über sich selbst auf folgende 
Weise bilden. Es ist: 

/f A\ ( 4\ * 4 1 1 ( < f ' J Bf CJ\ 

(/, A) = (aJ)alJ x - s • 3 ^ - da r ^ }• 
Man erhält somit 

(«z/)« x -'^/. r = (« 0 a;, 5! -|- 2a x x i x t -\-a.,x*)<d i d x -— (a,#, 2 +2a 2 .r 1 :r 2 -|-f/ a .r./)z/ 1 zf r 

— (a, x* + 2a.,a" a -f a, * 4 S ) (^/ 0 a-, + -4^). 
Ersetzt man hierin die Coefficienten von J durch ihre Werthe, 

also: 

2i 0 durch 2((i ü fl a — a x *) 
d x durch (a n a 3 — a^) 
2 t »durch 2(^03 — a,*), 
und ordnet nach fallenden Potenzen von x l} so erhält man : 

(aJ)aM x = (a n *ä 3 — 3o 0 o, ä s + 2a, 3 )*, a + 3^«, ä 3 — 2ä () ä 2 a - r -a 1 - a,)^:,- ^ 

— 3 (ff 0 aj; «j — 2 «,- a ; ,-f- a x a*) x x x/ — (" 0 « 3 " — 3 « ..« 3 -|- 2 aj) x^ 3 . (5) 

Endlich liefert die zweite Ueberschiebung der quadratischen Form 
J über sich selbst 
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^2 {4i«,f/ i -a 1 3 )(rt 1 a a - - K«,-«,«,)*} , 

oder 

Wir haben somit durch einfache Ucberschiebuugsprocesse eine 
Invariante 4 Un Grades in den Coefficienten, eine Covariante 3 t "'" Grades 
in Coefficienten und Variabein, und ferner eine Covariante 2 ,<M1 Grades 
der cubischen Form /' kennen gelernt. Wir werden später sehen, 
dass diese drei Formen überhaupt die einzigen selbststiindigen 
Covarianten von f sind, d. h. dass sich alle übrigen rational und ganz 
durch /' und diese drei ausdrücken lassen. 

38. II Überschiebungen von Protlucten von Fortncn. Wir gehen nun 
zum coraplicirteren Falle des Ueberschiebungsprocesses über, in* wel- 
chem jede der beiden Formen, die zur Ueberschiebung gelangen sollen, 
ein Product einfacher Formen ist. Die Ueberschiebung ist dann nicht 
mehr wie im vorigen Falle durch ein einziges symbolisches Product 
dargestellt, sondern durch eine ganze Reihe derselben, die wir nun- 
mehr ermitteln wollen. 

Sei F das Product der Formen 

/; = «-', = ••• /;- 

ferner <D das Product der Formen 

<Pi = <Pi = ß' r , ■ " <P X = **• 

Für die linearen symbolischen Factoren der Formen f t führen wir 
der Keihe nach die Factoren r iz ein; ihre Anzahl s ist al#© gleich , 
der Summe der Grade aller Formen, also 

s = m -f- n -j- ■ ' • *f" P- 
Die linearen Factoren der Formen <p ersetzen wir ebenso durch 
die Factoren p, x ; die Anzahl ö derselben ist dann 

<y = fc — |— v — |— - - - — f- ar. 

Die k* Ueberschiebung der beiden Formen F und 0 wird dann 
erhalten, wenn wir das Product 

II = t'ix r ix • ■ - r,x • QixQix • • • Qax 
auf alle möglichen Arten in der Weise kwa\ falten,' dass immer 
andere Variationen von je h Factoren r ix mit immer neuen Variationen 
k Factoren Q ix zu k Klammerfactoren vereinigt werden. Die Summe 
aller so entstehenden symbolischen Producte dividirt durch ihre An- 
zahl gibt die Ueberschiebung von F über Diese Anzahl ist daher 
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gleich dem Producte der Anzahl der Variationen von s Elementen zur 
Ä Uu Klasse in die Anzahl der Variationen von tf Elementen zur k u " 
Klasse. Es ist also die Ueberschiebung dchnirt durch die Gleichung: 

l*\ *Y = ^ ■ ^ 

Ersetzt man in dieser Summe 

r ix , r txy • • • r mx durch a x 
t',n+i f *, ■ • ■ >',«+». x durch b x 

Pix, Qir, • • • CV* durch a x 
0M-n*> ■•• ^-|.,x durch ß x , etc. 
und fasst alle gleichen Glieder zusammen, so erhält man die Ueber- 
sehiejjung ausgedrückt durch die ursprünglichen Symbole von F und <I>. 
Die Summe aller Coefticienten dieser Summe ist gleich Eins, wie aus 
der Definition der Ueberschiebung direct hervorgeht. (Vergl. auch Nr. ;V2.) 

Anmerkung. Es mag noch bemerkt werden, dass bei wirklicher 
Berechnung solcher Ueberschiebungen nicht jede Variation der Elemente 
n mit jeder Variation der Elemeute p 4 verbunden zu werden braucht. 
Es genügt vielmehr, jede Combination von k Factoreu r kx mit jeder 
Variation von /,• Factoren Q kx zu falten, da bereits hierdurch alle mög- 
lichen Arten von wirklich verschiedenen Verbindungen geliefert werden. 
Die Zahl der Glieder ist alsdann gleich der oben erwähnten dividirt 
durch kl. Wenn ich in der oben gegebenen Entwicklung mehr Faltungen 
als nöthig vornahm, so geschah das einmal um die Symmetrie nicht 
zu verletzen, und auderntheils um die Uebereinstimmung des numerischen 

Coefticienten — -, — — --- mit dem Nr. 35 (III) gegebenen hervor- 
zuheben. 

39. Beispiel 1. Ich will diese Darstellung des Ueberschiebuugs- 
processes an einem einfachen Beispiele deduciren, das bereits in Nr. 37 
behandelt wurde. Wir hatten dort die zweite Ueberschiebung der 
quadratischen Covariante einer eubischen Form über sich selbst be- 
rechnet, und zu dem Zwecke für dieselbe das neue Symbol d einge- 
führt. Bilden wir nun direct die zweite Ueberschiebung dieser Form 

j = (abya x b x = (cd)-c x dj = etc. 

über sich selbst, so kommt nach den vorhergehenden Entwicklungen 
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Beide Glieder sind einander gleich; denn sie gehen in einander über 
durch Vertauschuug der gleichwertigen Symbole a und b, oder c 
und d. Ihre Summe kann also durch das doppelte erste Glied ersetzt 
werden und somit ist diese Invariante (J, Af auch dargestellt durch 

(zf, jy = (aby(cdy(ac)(b<t) — (aby{cd)*(ad)(bc). 

Beispiel 2. Wir stellen uns ferner die Aufgabe, eine durch ein 
symbolisches Product dargestellte Covariante oder Invariante einer 
Form /' in den Wurzeldifferenzen dieser Form zu berechnen. Die 
Methode will ich an einem Beispiel entwickeln. Es sei gegeben die 
Form /'— a 4 ; sie besitzt eine Invariante i = (ab)*. Um sie in den 
Wurzeln a,, a if a 3 , a, von /' darzustellen, bilden wir zunächst diese 
Invariante durch vierte Ueberschiebung von a* mit: 

t = «U «is «3-r «lx 

und erhalten nach Nr. 38 (1): 

i = (« l,y = (««,) (a «,) (« « 3 ) (a « 4 ) ; ( 1 ) 

auf diese Weise ist bereits ein Symbol b durch die Wurzeln «, « 2 a 3 « x 
ersetzt Es handelt sich also noch darum, auch für das Symbol a die 
Wurzeln a, einzuführen. Wir ersetzen zu dem Zwecke in (1) a durch 
s und überschieben die Polare b\ = a X) a a . a ;tJ « lf viermal über die 
Polare a* = «, . « 3; a 3j a 4t . So erhalten wir nach Nr. 38 (I) und An- 
merkung: 

oder mit Vernachlässigung jener Glieder der Summe, welche wegen 
Factoreu («,, «,,) = 0 identisch verschwinden: 

(ab)* = i = l ((«^(«s««) + («i« 3 )(«*«J + («!«*) («j« 3 ) } ' 

Ganz in derselben Weise verfährt man auch allgemein. Mau er- 
setzt zunächst ein Symbol der Covariante durch y } und bildet die 
Ueberschiebung dieser Polare mit der Polare /"-„ = a iy cc iy - • • a nv . 
So erhält man ein Aggregat von Gliedern, welche ein Symbol 
weniger enthalten. In jedem dieser Glieder ersetzt man wiederum ein 
Symbol durch z } und überschiebt dasselbe abermals n mal über 
f\ n = ai, a*. • • • etc. Dadurch ist die Zahl der Symbole um 2 
reducirt, und so setzt man den Process fort. 

40. Darstellung der Ueberschiebung durcJi UeberscJiicbung von Polaren. 
Erster Fall. Bei Berechnung einer Ueberschiebung, welche an zwei 
Producten von Formen ausgeführt werden soll, kann man sich nun 
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aber auch wieder des bereits in Nr. 34 bewiesenen Satzes bedienen. 
Die Sätze über Eigenschaften der Pularen lassen sich alsdann auf die 
Ueberschiebung übertragen. Ich will mich indess bei den folgenden 
Entwicklungen auf den Fall beschranken, in dem F und *P nur als 
Producte von je zwei Formen vorausgesetzt werden, da die Verallge- 
meinerung nur eine öftere Auwendung der Operationen des speciellen 
Falles erheischt, und keine neuen Ueberleguugen nöthig macht. Ucber- 
dies sei zunächst vorausgesetzt, dass der Grad der beiden Producte 
in x gleich dem Grade k der Ueberschiebung sei, dass also, wenn 

F = t K 
o=fx=K -ß: 

für den Exponenten \der Ueberschiebung 

U = | F, *)* 

die Beziehung bestehe 

Je = in -j- n = p -+- v. 

Unter dieser Voraussetzung besteht, nun aber die k lc Polare von 
F aus dem einzigen Gliede 

= a™ ■ b n a 

und ebenso 

Faltet man das Produet F^ • 0 ^ auf alle möglichen Arten, etwa 
indem mau die linearen Factoren der einen Polare einen Moment durch 
r iXf die der andern durch Q ix ersetzt und nun die einzige Combinatfon 
der r ix mit allen Permutationen der p, T durch Faltuug verbindet, so 
bildet die Summe aller dieser Glieder, dividirt durch ihre Anzahl, die 
Je* Ueberschiebung von F über 0. Ersetzt man wieder r ix und Q ix 
in geeigneter Weise durch die ursprünglichen Factoren a x t b x ,a x ß X) 
fasst hierauf alle gleichen Glieder zu einem einzigen Gliede L„ zu- 
sammen, so ist die Ueberschiebung dargestellt durch 

[F f tf/ = ^ ? ,L„ 

wo L, von der Form (fla) r « (bß) r * (aß)' 1 (bß)**, v x -j- v s -f- v s 4" v 4 — 
und q, constante Coefficienteil sind, deren Summe gleich Eins ist. 

41. Zweiter Fall. Ist nun der Grad des Productes F } und der 
des Productes 0 grösser als der der Ueberschiebung, oder höchstens 
eines der beiden Producte von gleichem Grade wie die Ueberschiebung, 
so ist die A te Polare von F (vergl. Nr. 22) 

*> - (o) ('*) *r* K + ("') (*".)"?- ft r' + * + • • -2 e < (; • 

und ebeuso 
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= (!) (I) < r, + (!) (*:,)<- «.fi-***/ + • • • =2V, • ' ü 

Die Ueberschiebung erhält man, indem man das Product 

auf alle möglichen Arten nach den in y linearen Factoren faltet. Sie 
ist also dargestellt durch die Summe 

(i<; *)* =2!2 ei ' ( Ut ' 7A ' y ' (1) 

wo nun das Glied (Cr,-, //,,)* entsteht, indem mau auf irgend zwei 
Glieder der k*' 1 Polaren fcuial den Faltungsprocess anwendet. Die Ueber- 
schiebung der beiden Formen F und 0 ist also zurückgeführt auf 
eine Summe von Ueberschiebungen solcher Formen G, und Z7„, deren 
Grad in y genau mit dem Grade der Ueberschiebung übereinstimmt. 
Jede solche Ueberschiebung ist nach Nr. 40 dargestellt durch 

Trägt man also dieselben in (I) ein, so erhält man: 

Hierbei ist die Summe der Coefficienten A.„, gleich Eins. Denn 
es ist 



l 



nach Nr. 23 



und ebenso 
folglich auch 



2p« 

^tft = 1 »ach Nr. 40, 



42. Benachbarte Glieder einer Ueberschicbwig. Wie bei den Po- 
laren so spricht man auch hier von benachbarten Gliedern. Doch ist 
die Mannigfaltigkeit der Nachbarschaft nuu eine grössere geworden. 
So können zwei Glieder benachbart sein, wenn in dem einen an 
' Stelle von '.jx b) ^o.) 

a x (ta) sich befindet & x («w*}, (1) 

oder an Stelle von 

■ 

a x (aß) sich befindet ß x {aa), (2) 

während alle übrigen Factoren übereinstimmen. Im ersten Falle hat 
die Differenz der betreffenden Glieder den Factor 



1 
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im zweiten Falle den Factor 

a x (aß) — ß x (aa) *= aÄaß), 
wie aus dem Identitätssatz Nr. 11 hervorgeht •» ^ 

Die Differenz zweier in dieser Weise benachbarter Glieder hat 
demnach immer einen der beiden Factoren 

(ab) oder (aß). 

Die Nachbarschaft zweier Glieder kann aber auch lediglich durch 
Klammerfactoreu bedingt sein. Es kann die Stelle von 

(aa)(bß) das Product (aß)(ba) (3) 

einnehmen; dann hat nach dem Identitätssatze die Differenz dieser 
beiden Glieder 

G t — G 2 = G { (aa) (bß) - (aß) (ba) \ 
= G(ab)(aß) 

den Factor (ab) (aß). 

„Diese Differenzen haben also in allen drei Fällen mindestens 
einen Klammerfactor, der durch Faltung zwischen Formen F 
allein, oder <P allein entsteht, und nicht durch gegenseitige 
Faltung von F mit 0." 
So ist z. B. in der schon mehrfach berechneten Ueberschiebuug 

ü-((abya x i„ (c<iyc,<i x y 

_<ayg*T {(«0<*«0 + M(*<)j 

die Differenz der beiden Glieder dargestellt durch 

G, — 6? s = (abf(cd)- { (ac) (bd) - (ad)(bc) } 
= (aby(cd)\ 

Die rechte Seite verschwindet aus bekannten Gründen, wenn a, 
b, c, d Symbole der cubischen Form /* = aj sind. Dann ist also 

G { = Gi, 

folglich 

U — ~ • 2 G x — (aby(cdf(ac)(b<t), 

was wir schon auf anderem Wege gezeigt haben. (Vergl. Nr. 39.) 

Die eben besprochene Eigenschaft der Differenz benachbarter 
Glieder kann man auch für die Differenz zweier beliebiger Glieder L { 
und L p nachweisen. Denn es ist 

Li — L p = (L, — Li+i) 4- — -^.+2) + • • • + (A>-i ~~ A»)- 
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Jede Differenz rechts besitzt den Factor (ab) oder (aß), also ist 
die Differenz links durch ein Aggregat von Gliedern darstellbar, welche 
entweder den Factor (ab) oder den Factor (aß) oder beide besitzen. 

43. Anwendungen. Man kann von diesen Sätzen interessante An- 
wendungen machen, die für uns in der Folge von Wichtigkeit sein 
werden. Denken wir uns eine Covariante A, der Form f — a* , so 
können wir uns genau dieselbe Covariante 2?, der Form q> =» a™ bilden, 
wenn »*>w, indem wir an der Potenz qfl die nämlichen Faltungen vor- 
nehmen, die wir an ß' machten, um die Form A, zu erhalten. Nennen 
wir der Einfachheit halber A4 des Modell, 2?, das Bild. Ist ins-" 
besondere 

<p = (ab)** a^-f b*-* = (aa l ) i f a^-f* a*-» , 

also eine gerade Ueberschiebung der Form f über sich selbst, so 
können wir mit Hilfe der Eigenschaft benachbarter Glieder für Bilder 
B i} welche aus dieser Form nach den Modellen A t gestaltet werden, 
eine Reihe von Sätzen ableiten. 

In diesem Falle nämlich kann man aus der Potenz 

<pQ = (aa,) 8 " a H -f a*-'' • (&&,)*'' by • • • (rr,) 2ü i^-f r*-f' 

eine Menge Bilder Z?, nach dem Modelle A{ herstellen, je nachdem 
man die durch A t dictirten Faltungen der Potenz 

/V = a n ' b n - c' • • • r* 

' XXX X 

in 9*' ausführt, d. h. je nachdem man in qpc die entsprechenden Fal- 
tungen an a*-'' oder an ap u &;;", oder an a*J f 'b*-P, oder end- 
lich an a"~ 1* £>? — vornimmt. 

1 x Ix 

Wir nennen dann wieder zwei Bilder J5, und B( benachbarte 
Bilder, wenn sie dadurch aus einander hervorgehen, dass man in 
zwei symbolischen Factoren derselben a mit o, vertauscht. Ihre 
Differenz hat dann immer um einen Factor (aa x ) = (66,) = (cc x ) mehr 
als das einzelne Bild. 

Ist z. B. Bi= (ab)(a l b l )G i 

dann ist: 

B ( - I>\' = G\ \(ab)(aM - (a x b)(ab l )\ 
-ö i (aa,)(66 1 ); 

oder ist: 

Bi ^a x (a x b)G i 
Ä'«= a ix (ab)G h 

so ist 

B, - B,' = Gi \a x (a x b) ~ a lx (ab)} = G,r>«,)ft x . 
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Genau wie vorhin erkennt man dalier, dass auch die Differenz 
zwei beliebiger Bilder U, und Ih sich durch ein Aggregat von Glie- 
dern darstellen lässt, deren jedes einen Factor (aa } ) mehr besitzt als 
das einzelne Bild. Da nun ein Bild mindestens {aa^ff bereits zum 
Factor hat, so erkennt man die Richtigkeit der Behauptung: 

„Die Differenz zweier Bilder B{ ist gleich einem Aggregat 
von Gliedern, welche den Klammerfactor (ab) if,+1 oder wegen 
Nr. 12 (abyp+* besitzen." 

Man kann auch sagen: 

„Die Differenz zweier Bilder ist null, bis auf Glieder mit dem 
Factor («&)■*+*.« 

Wir werden einen derartigen aus Klainmerfactoren zusammenge- 
setzten charakteristischen Factor Modul nennen, und demnach diesen 
Satz in die algebraische Form kleiden: 

B, — B, = 0 mod («&)«"+*. (1) 

Hat man nun drei symbolische Producte A, so dass 

A x = a x (bc)ty 
A t = b x {ca)ty 
Ai = c t (ah)}, 

dann verschwindet wegen des Identitätssatzes ihre Summe identisch. 
Das Gleiche gilt für die erste Gattung der oben erwähnten vier Bilder, 

B x = a x (bc)$' 
B^bjca)^' 
#3 = c x (ab)ij,', 

die ja neben andern Klammerfactoren genau dieselben enthalten wie 
die Modelle A f . 

Nimmt man demnach drei beliebige Bilder B x B s B. if so ist 
wegen Gleichung (1) 

3 3 

Bi — ^ B< = 0 mod (ah)*?** , 
i i 

weil aber B, : = 0, so erhält man 

JÄSO niod (2) 
i 

Dieses Resultat lässt uns aber eineu sehr wichtigen Satz beweisen: 

„Ist F(Aj) eine ganze Function von symbolischen Producten 
A, der Art, dass weder ihre Glieder einzeln null sind, noch 
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sich gegenseitig aufheben; so ist, wenn diese Function F 
gleichwohl identisch verschwindet, die entsprechende 
Function von Bildern, also von symbolischen Froducten B, 
der Form <p = (f, f)** 

Denn man kann setzen (vergl. § 1 Nr. 12, und § 10 Nr. 117) 

F (A.) - 0 =- 21 { + + j <P 

und demnach für die genau entsprechenden Bilder (erster Gattung) 

F (B<) = 2 { ( hc > a * + M h * + ( ah ) c * ! *' - 0 • 

Sind alsdann B { beliebige Bilder, so ist 

F (71,) - F (B.) = 0 mod (ab)*"** ; 
also weil der Subtrahend links verschwindet 

i'' (2*,-) = 0 mod (ab)*r+* . (3) 
Wir werden später von diesem Satze eine hervorragende Anwendung 
machen. 

44. Differenz der Uebersdiiebung selbst mit einem ihrer Glieder. 
Die Eigenschaft, die wir für die Differenz zweier beliebiger Glieder 
einer Ueberschiebung nachgewiesen haben, besitzt auch die Differenz 
zwischen einem Gliede und der ganzen Ueberschiebung. Denn da in 
der Ueberschiebung die Summe aller Coefficienten Eins ist, so folgt 
durch Subtraction der beiden Gleichungen 

die Gleichung 

«'. ts * 

oder, wenn wir links in den Differenzen die Factoren (ab) resp. (aß) 
absondern : 

L,= U+(aby>(aß)'*2j X iv 1J '> (*i u - **-0 oder 0 £ i (1) 

Nun sind die symbolischen Producte (ab)'' (aß)'* P 3 Glieder, welche 
irgend einen Klammerfactor, wie ihn die Ueberschiebung U involviren 
würde, weniger besitzen, dafür aber mindestens einen mehr, welcher 
dieser Ueberschiebung U fremd ist, insofern er nur durch Faltung der 
Formen von F unter sich, oder der Formen <I> unter sich entstehen 
kann. Daraus lernen wir zweierlei: Erstens, diese Glieder in den 
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Summen rechts gehören Ueberscliiebungcn an, die einen um mindestens 
Eine Einheit niedrigeren Grad k — 1 haben als die Ueberschiebung U\ 
zweitens, diese Ueberschiebungen beziehen sich auf Formen niedrigeren 
Grades, welche, sei es aus F oder sei es aus durch Faltung ent- 
standen sind. 

Wir gewinnen also zunächst den Satz: 

„Jedes Glied einer Ueberschiebung lässt sich darstellen durch 
die Ueberschiebung selbst plus einer Summe von Gliedern, 
welche niedrigeren Ueberschiebungen von Formen niedrigeren 
Grades angehören." 

Ersetzen wir nun vermöge dieses Satzes abermals die Glieder 

(ab)'* (aß)'- Pi 

durch ihre Ueberschiebungen und fahren in diesem Processe so lange 
fort, bis wir zu nullten Ueberschiebungen von Formen gelangen, die 
aus F oder # durch vielfache Faltung entstanden sind, so werden wir 
endlich zu dem Satze geführt: 

„Jedes Glied einer Ueberschiebung lässt sich dar- 
stellen durch eine Summe von Ueberschiebungen," 

oder 

l = v + J>V;> üj» + ^ 4*> uf + • • • + 2* <*> üj*> . (ii) 

Dabei sind die Grössen cV* Constante. die Grössen UW der Reihe nach 

Ueberschiebungen (Je — l) 1 " 11 , (k — - 2) u ' n bis nullten Grades von Formen, 
die aus F oder 0 durch einmalige, zweimalige resp. k malige Faltung 
entstanden sind. 

Diese beiden Sätze (1) und (II) entsprechen den analogen Sätzen 
(I) und (II) Nr. 25 über Polaren. 

45. Jedes sytnboliscJie Product lässt sich auf eittc Summe einfacher 
lieber Schiebungen zweier Formen reduciren. Der letzte Satz kann noch 
erweitert werden, indem wir ihn auf ein beliebiges symbolisches Pro- 
duct, ohne Rücksicht darauf, ob ihm die Bedeutung einer wirklichen 
binären Form zukommt oder nicht, ausdehnen. Das Princip, das uns 
die Darstellung eines solchen symbolischen Productes durch eine Summe 
von einfachen Ueberschiebungen ermöglicht, liegt in der wiederholten 
Einführung neuer Symbole, die so lange fortgesetzt wird, bis in jedem 
Gliede der entstehenden Summe nur mehr zwei Symbole übrig sind. 
(Vgl. auch Camille Jordan, Liouville Journal, ser. 3, Bd. 2 und 5.) 
Ich will der Deutlichkeit halber ein Beispiel voraussenden. 

Es sei gegeben das symbolische Product: 

P^iabf (aef (bc)*a x b x c x . 
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Halten wir in demselben die beiden Symbole a und b fest, ersetzen 
dagegen das Symbol c durch eine Variable y, so wird aus P, abge- 
sehen vom Factor (xy) } der Ausdruck: 

G =(abya*b*a b . * 

Derselbe stellt nichts anderes dar, als ein Glied der vierten Polare 
einer Form: 

a« = (ab? fl s 6 s . 

X v ' X X 

Dieses Glied lässt sich in die Polare (a?) plus einer Summe von 

v* 

Polaren niedrigerer Formen entwickeln, die aus «£ durch Faltung ent- 
stehen. Das Resultat der Entwicklung können wir direct aus dem 
Beispiel Nr. 26 ableiten, indem wir in der Gleichung J / ■'<> f'e < 

n v ?i * ii \\ r , l (xy) fr 



x mit y vertauschen und mit (ab)* multipliciren; jjjßAr-tfofert 

wobei mit /J* die Form (a6) 3 ay»* , ^bezeichnet ist. Ersetzen wir hierin 
y, wieder durch c % und t^^Turch — c, und multipliciren mit dem aus 
dem unterdrücktenjfctctor (xy) durch diese Substitution wieder her- 
^ gestellten Fa^kJfc*, so erhalten wir: l ; - r / \ <■> . 



P = (ab)' (ac? (6c)' a, b, c, = « , + § (ß\ , e»)» . ; ,/■ 



- 



Das symbolische Product P ist somit durch eine vierte und eine di ' it f t ^ 
Ueberschiebung dargestellt. 

46. Allgemeine Darstellung. Um also ein symbolisches Product 
(mit beliebig vielen Reihen von Symbolen) 

a, 6, c... etc. 
a , /J , y . . . etc. 
a , 6 , c . . . etc. 

~' J" ....... 

durch eine Summe von Ueberschiebungen darzustellen, verfahren wir 
folgendermassen. Wir halten eine Reihe von Symbolen fest, etwa die 
Symbole o, b, c . . . etc., ersetzen alle übrigen durch Variable y, z 
u, v . . . etc. und sondern einen Augenblick die dadurch aus Factoren 
j erster Art entstehenden identischen Covarianten (xy), (xz), (xu), (xv) ... 
ab. Der so entstehende Ausdruck ist dann nichts anderes, als ein 
Polarenglied einer Form, die wir mit f bezeichnen wollen. Dieses 
_ Glied lasst sich aber nach Nr. 24 und 31 in eine Reihe von Polaren 
■"_ entwickeln, welche Formen angehören mögen, die wir mit 

<p = A>;, 1> = 1S' X , Jt = 6V... etc. 



■ii i \ 



Gordan, InvarUutvn. 11. 



« 
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bezeichnen. Ersetzt man nun in dieser Reihe die Formen % % . . . etc. 
durch das ihnen zugeordnete* Symbol A, B, C etc., substituirt sodann 
für die Variabein y, z } u . . . wieder die ursprünglichen Symbole 

a, 0, y, . . . etc. 

a, b, c, . . . etc. 

und multiplicirt nun mit den vorhin abgesonderten Factoren (xy), (xz) . . . 
d. i. mit: 

a sj ßxy Vx • • • 
Qr > » Cx • • • } 

so entsteht auf der linken Seite das ursprüngliche Product P. Rechts 
dagegen erhalten wir eiue Summe von symbolischen Producten, deren 
jedes statt der ganzen Symbolreihe 

a, b, c, . . . 

nur je ein einziges enthält, sei es das Symbol A der Form q>, oder 
das Symbol B der Form . . . etc. Ein solches Glied enthält also 
weniger Symbole wie vorher, und wir können nun in jedem derselben, 
genau auf dieselbe Weise wie in P selbst, die Zahl der Symbole re- 
duciren. 

Auf diese Weise gelangen wir schliesslich zu einer Summe von 
Gliedern, deren jedes nur mehr zwei Symbole enthält. Solche sym- 
bolische Producte haben wir aber als einfache Ueberschiebungen de- 
finirt, und wir sind somit berechtigt den Satz aufzustellen: 

„Jedes symbolische Product lässt sich durch eine 
Summe von einfachen Ueberschiebungen darstellen." 

§ 4. Die einfachsten Ueberschiebungen. 

47. Die Functionaldeterminante. Unter den Ueberschiebungen haben 
insbesondere zwei eine hervorragende Bedeutung. Es sind gerade die 
beiden einfachsten Ueberschiebungen zweier Formen, nämlich die erste 
und die zweite. Die erste ist bekannt unter dem Namen „Functional- 
determinante" oder auch „Jacobi'sche Determinante" (vergl. Bd. I § 9). 
Sie ist, wenn 

die beiden Formen sind, dargestellt durch 

(/', <p) = a r tb r i(ab), 

und unterscheidet sich von der im ersten Bande § 9 definirten Function 
nur um den Factor m n. Man erkennt dies unmittelbar aus der un- 
symbolischen Schreibweise dieser Form (vgl. Nr. 35, III) 
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(I) 



, i df i i<p 



(a&)a,& x . 



Diese Determinante lässt sich übrigens, was für die folgenden 
Betrachtungen bequemer ist, auch als eine dreigliedrige darstelle«. 
Das symbolische Product 

{aV)dxb x — (a^j — (^i^i -f" öj^s) (^i^i ~h ^^i) 

hat nämlich, wie die Determinantentheorie lehrt (vergl. Bd. I Nr. 40, 
Anmerkung), als Determinante geschrieben die Matrix 

a*, a x a t , a t > 

Multiplicirt man hier die erste Zeile mit a , die zweite mit 
b % ~ 2 und berücksichtigt, dass 

a i a x — ' i » » "i ° x — Vi i 

so erhalt man für die Functionaldeterminante die dreigliedrige De- 
terminante: 

f fity f\*} /äs 
{f, <P) = (a^a»- 1 /^- 1 = 9 U , <jp 1s , 9 si 



(») 



48. Die Functionaldeterminante als Form ungeraden Charakters. 
Da die Functionaldeterminante nur einen einzigen Klainmerfactor 
besitzt, so ist sie eine Form ungeraden Charakters (forme gauclie). 
Wir können zeigen, dass ihr Quadrat sich als eine ganze Function 
von Formen geraden Charakters darstellen lassen muss, eine Eigen- 
schaft, die sie mit allen schiefen Co- und Invarianten theilt. (Vergl. 
Nr. 8.) 

In der That, vertauschen wir in (II) Nr. 47 die erste und 
letzte Colonne und multipliciren die zweite Colonne mit — 2, so er- 
halten wir 

1 fxt> 2fu> fn 
-f 2(/', q>) = J 9> M , — 2<p ls , <p n 

| x, 1 , + 2.i-, x t , x* 

4* 
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Bilden wir nun das Product dieser Determinante mit der ursprüng- 
lichen, so kommt: 



fu> f\n fn 
<Pllt <Pu> 



i Y 



ftii ^fxtf fn 
<p 23 , —2<p lt , <p n 

x£ y 2x l x if 

fn <Pn — %i 9ia + f\\ Vüf f 
2(<Pt*<Pn - 9>W, 9 
9>, 0 



- I 2{f n f n - fh), 

I 

Hierin ist n*ch Nr. 45, III: 

fu <Pn — %f\* Vis + <Pn = (f> <P)* 

2(9>n<P 2 2 — = (?>, <p) 2 - 

Demnach erhalten wir als Ausdruck für das Quadrat der Functional- 
determinante J = (/*, <p) 

(f> 9>)S (9» 9)*» 9 



oder 



0 



^ - - 4 {(/*, /y • * 2 - 2^, *ov- v + (*, 9) 8 • r\ . (i) 



Die Formen /" und qp sowohl, als ihre zweiten Ueberschiehnngen, 
sind aber Formen geraden Charakters; denn / und <p haben keine und 
ihre zweiten Ueberschiebungen haben zwei Klammerfactoren, gehen 
also bei Transformation bis auf eine gerade Potenz des Moduls 4 
in sich selbst über. 

Genau in derselben Weise kann man auch das Product zweier 
verschiedener Functionaldeterminanten darstellen." Man erhält 



2(/» (x. *) 



f\\> f\2f 



I > 



12} 



fn 



oder 



(/; x)\ (v, xY, x 



Xn> 2^i8; Xu 
> "f" 2x^X it x^ 



f, 



- |{(/;ac)V^-(/;^)V-z-(9,r)Y^+(<p,Wz}. (Ii) 
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49. Die Fundiotialdeterminante der zweiten Polarm dreier Formen. 
Bildet mau von den drei Formen 

die zweiten Polaren 

/> = /'i.V.* + ZfW'Jiy« + fttVt 

so können wir im Sylvester sehen Sinne (vergl. Bd. I. Nr. 143) die 
Resultante der drei in y quadratischen Formen als Functionaldeter- 
minante betrachten und erhalten, abgesehen von einem Factor 2, als 
Ausdruck derselben die Determinante 



flli fitt fvt 
Vit» 9>28 



= a'"-* b"~ 

X X 



■jr c p-t 



'1 > 



0) 



= (ab) (ac) (bc) c*- 2 . 

Dieselbe Determinante geht auch aus «/"=(/', <p) Nr. 47 (II) her- 
vor, wenn wir x x durch — # a und or 3 durch ersetzen. 

Auch diese Covariante U ist eine Form ungeraden Charakters 
und wir können sie ganz in derselben Weise wie die Functioual- 
determiimnte J durch gerade Formen darstellen. Multipliciren wir 
sie nämlich mit 

fut — %f\ii tu 
2 U = <jp m — 2q> xty <p n 

#3S> — 2^,g, f n 



so erhalten wir: 



(/, n\ (f, <py, (/-, *)* 



2£P — 



(II) 



(/■ *y, (<p, +y, 0 

Die Determinante rechts ist eine Covariante, die, wie wir spater 
sehen werden, unter die Gattung der Combinanten zu rechnen ist 
Ihre Elemente sind die Coefficienten von l in der zweiten Ueber- 
schiebung 

(f, Fy 

der Form 

F - IJ + h<p + h + 
über sich selbst. Denn bilden wir die zweite Polare 

F y * = A x /,i -f *«9V "f" *3^V> 



'S * 
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so erhält man daraus die Ueberschiebung, wenn man in dem Producte 

alle nach der Multiplication entstehenden Glieder nach y zweimal 
faltet. Dies ist, da wir hier einfache Formen zweiten Grades in y 
haben, immer nur auf eine einzige Art möglich, so dass wir erhalten: 

{F, Ff = v(/; ff + V(v, v)* + • • • + 2XMf> vY + --- 

50. Relation ztviscJten drei und vier binären Formen. Das in die- 
sem Paragraph nun schon zum wiederholten Male benutzte Princip, 
durch Determinantenmultiplication Relationen zu erhalten, wollen wir 
noch benutzen, um Relationen zwischen beliebigen Formen herzustellen. 

Wir erhalten eine Relation zwischen den drei beliebigen Formen 
ff <p und wenn wir die beiden Determinanten vom Werthe null 



(I) 



und 



I) = 


fn, 








(jp,,., <r- S3 , 0 










V. 






/*», 


--'/,*, /„, o 






— 2q?,5f <p,,, 0 












+ 2. t ,.r 3 , x/, 0 



(11) 



mit eiuander multipliciren. Das Resultat der Multiplication ist: 



0 = 



(f, f)\ W, V) f , (/', *)*, f 
(f, 9>)*, (V» 9>)*> (9» <)P 

f, 9>, *» 0 



(III) 



Nach den Elementen der letzten Zeile und Reihe ausgewertet, 
liefert sie, wenn man die Unterdeterminanten zweiter Ordnung mit 
An, bezeichnet (vergl. Bd. I. Nr. 64 und Beispiel f>5) 



J — — >^ a u a kA Ai k 

= — f A n r + A 4 t r + J «.1 + 2 .4 „ /■• <p + 2 ,l 4 . /'• * + 2 ^ « V • * | . 

I lt 4S 43 4* 43 43 ! 

oder in leicht verständlicher Abkürzung: 
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Vertauscht man iu den beiden Determinanten (I) und (11) wieder 
x l mit %t un ^ x * m ' t ~~ Zu 80 erhält man durch Multiplication der- 
selben die Relation: 

<r, fr, (f> <py, v, v, xf 

(f, <f) s , <pY> (9»i «0*» (<p, xY _ 0 
(/",*)*, qp) 2 , *)Y(*,zV 
(/\ z) 3 , (z. v)*, (z, *)", (z, z) s I 

und diese Determinante giebt eine Relation zwischen Covarianten von 
vier beliebigen Formen. Wir werden später, insbesondere bei der 
Theorie der quadratischen Formen, von den bisher entwickelten Rela- 
tionen vielfach Gebrauch machen. 

51. Die Functionaldeterminante (f, <p) und die erste Polare (f-tp) y . 
Die Functionaldeterminante giebt auch noch in anderer Richtung zu 
Relationen Veranlassung, die besonders für die symbolische Rechnung 
von Nutzen sind. Hierher gehört ihre Beziehung zur Polare (f-<p) 9 . 
Diese Polare ist nämlich, wenn f = a* = lr • • • und <p =» a" = ß* • • , 
dargestellt durch: 

(/•. «) « . „"-i a a" -f - " «• (1) 

— + (vgl. Xr. 22). 

Die Differenz der beiden Glieder ist: 
, (7/_ (7, = a'^ 1 al~ l {aa s — aaj = a'»-* «£-» (n a) (ysr) , 

oder 

(y *) • (/', 9" = «r 1 a ,j «; - «; «r 1 • ( 2 ) 

Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (1) und (2) einmal das 
erste, sodann das zweite Glied rechts, so erhalten wir: 

(/"• 9)» + m + n ( * x ) ' ( f > W ~ T 1 «" = /,• V I 

Diese beiden Gleichungen, von denen die zweite auch durch Ver- 
tauschung von /* mit <p aus der ersten erhalten werden kann, setzen 
die Polare (f • <p) 9 mit der Functionaldeterminante (/", <p) und den 
Polaren f v und <p v in Beziehung. 

Dabei haben wir nicht vorausgesetzt, dass f und 9;, unsymbolisch 
genommen, wirkliche binäre Formen sind. Die Relationen (1) gelten 
also auch, wenn wir in ihnen f durch a™~ 1 und <p durch a*~ l er- 
setzen und nachtraglich mit (aa) multipliciren. Dann geht aber 

(f • <P\ über in («a) . (a»- ' ■ « r « ) y = (/', 9 ) f , 

j 
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ferner: 

(f> 9) über in (««)(«?-, «;-«) - (««)■«;-'«;-« = (/", <p)\ 

Demnach können wir aus den Relationen (1) die beiden neuen ge- 
winnen: 

v> - m + ni« ( y *> • V' = ( rt «) fl r 1 «, «; 

In ihnen sind die Ausdrücke rechts die Glieder der Polare (/', <p) tJ 
und die Relationen (I) und (II) sind somit nichts anderes, als die in 
Nr. 25 gegebene Darstellung eines Gliedes durch seine Polare und die 
Polaren von niedrigeren Formen. 

52. Die Functionaldetenninante von (/*, <p) und f oder <p. Eine be- 
sondere Rolle spielen bei späteren Untersuchungen die Functional- 
determinanten von Functionaldeterminanten , also die erste Ueber- 
schiebung von (f, <p) über eine dritte Form t, welche wir symbolisch 
bezeichnen mit 

((/", 9), V) - U. 
Diese Formen haben nämlich die Eigenschaft, dass sie sich immer 
durch ein Aggregat niedrigerer Formen darstellen lassen. Nehmen wir 
zunächst an, ^ sei eine der beiden Formen / oder q> selbst. Die erste 
Ueberschiebung U = ((/, 9>), f) entsteht nämlich, wenn wir in der 
Polare (/', q>\ die Variabein y, durch b tf und y t durch — b t ersetzen 
(vergl. Nr. 35) und mit b™~ 1 multipliciren. Aus der zweiten der Re- 
lationen (II) erhalten wir demnach: 

(CA 9), / ) = (a«)(ab)al-^r , T' ~ J^F^T-h (f. »J , -».-«r*. 

Hierin ist das zweite Glied rechts bereits das Product von zwei 
einfacheren Formen (/", <p)* und b™ = f. Das erste Glied G t lässt sich 
mit Hilfe des Identitätssatzes in ein ähnliches Product verwandeln. 
Vertauscht man nämlich in ihm die gleichwertigen Symbole a und b f 
so wird aus dem Gliede 

G , = (a «) (a b) a*-* b™~ 1 a^~ l 

wiederum G l = —(b a) (a b) b'»~* a'»- 1 a n ~ l . 

Durch Addition erhält man: 

2G X = (a b) a™~ 2 a«-* j {a a) b x - (b a) a. j , 

oder, weil gemäss dem Identitätssatze die Differenz in der Klammer 
gleich (ab)a z ist, 

g, - { (aby «r 8 k* «: - { (/*> f) 8 • 
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Die Fuuctioualdetermiuaute ((/', q>), /') ist somit dargestellt durch: 

((/; 9), n-\if,ff-9- ir^h-i • (f> vT - r- ' m 

Dabei ist natürlich vorausgesetzt dass beide Formen f und <p von 
höherem als dem ersten Grade in x sind. 

Vertauschen wir in der Relation (I) f mit <p, so erhalten wir auch 
die andere erste Ueberschiebung ((<?, f), q>) = — ((/', 9), <p) darge- 
stellt durch die Gleichung: 

((/', 9), V>) - - \ (9, 9)* + i^+^ä *) 2 * V • (") 

53. ZWe Functionaldeterminante von (/", <p) mmo* Ist nun tf> = r£ 
eine von /' und q> verschiedene Form (sie kann auch selbst wieder 
eine Functionaldeterminante seiu), so können wir die erste Ueber- 
schiebung 

f =*((/; v), *) 

auf folgende Weise durch Formen niederem Grades ausdrücken. Wir 
ersetzen zunächst wieder iu der zweiten der beiden Relationen (II) 
Nr. 51 y durch r, d. h. y x durch r t , y t durch — r, und erhalten nach 
Multiplication mit rr~ l 

(</; <p), *) - (««)(«,)««- - ^^^1 2 (/•, y)*.*. (1) 

Zur Umformung des ersten Gliedes benutzen wir den Productsatz 

(oa) (ar) «/, = {( (a«) 3 r* + («r)JoJ — («r) s a*) - 
Substituiren wir diesen Werth von («a) (ar) a x r x in (l), so kommt: 

((/; 9>), ^) = {{(a«) 2 a;^« r -^ + (ar/ar^r a ^~( a ^«r^r 2 /'| 

= + J (/; *)*•/- m (/, vT-*, 

oder endlich: 

((/-, <p\ *) - 2( r^," 2) ■ * + 2 {(>> v - ^ /]- ("D 

Wir sind somit berechtigt, den Satz aufzustellen: 

„Die Functionaldeterminante einer Form i> mit einer andern 
Functionaldeterminante ist, wenn alle Formen vom höheren 
als vom ersten Grade in x sind, immer durch Producta, 
niedrigerer Formen ausdrückbar." 
Aus der Relation (III) gehen selbstverständlich die beiden früheren 

Relationen (1) oder (II) hervor, wenn wir if> durch /' oder <p ersetzen. 
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54. Die ztvcitc Uebcr Schiebung einer Form f über sich selbst. Als 
zweites Beispiel einer einfachen Ueberschiebung wolleu wir noch die 
Covariante (ab) s a™ _i b™-* betrachten. Diese Form wurde zuerst 
von Hesse als eine Covariante ein^r Form /" = a™ = b™ entdeckt 
(Crelle Journal Bd. 28) und fuhrt nach ihm deu Namen Hesse'sche 
Determinante oder Hesse'sche Form. Sie ist dargestellt symbolisch 
durch 

(/; fy = {ab)*a*-*lr-*-H, 

unsymbolisch durch: 



11 



•i 



m' (»i — 1)' 









CX } C'Xj 







cx t * 



Man kann sie auch auffassen als Functionaldeterminante der beiden 



ersten Differentialquotienten f und 



ex. 



df 



Wir haben diese Covariante 



bereits in mehreren Beispielen kennen gelernt. So ist die Discrinü- 
nante der quadratischen Form / = a- = 6* nichts anderes als die 
Hesse'sche Form 

ebenso war die in Nr. 37 berechnete Covariante zweiten Grades einer 
eubischen Form die Hesse'sche Covariante 

// = (abf a x b x = 2 { («„a, — a*) x* -f (a 0 — a, a 8 ) x x x t H } . 

55. Lehrsatz von Hesse. Von dieser Covariante hatte Hesse den 
allgemeinen Satz aufgestellt und bewiesen: 
„Ist die Determiuante 



Ff 




Pf 


cx, 1 " 


cj\ cx t ' 




..J*f 


d*f 


C'f 


dx l dx t ' 


dxj* 


Bx t cx 3 



Ff 



cx, dx n 



• ••*'» 



2V 



e r, dx,, ' cx. t Cx H * 
der zweiten Ditterentialquotienten einer Function f mit n Varia- 
bein identisch Null, so reducirt sich die Dimension der Form 
f um einen Grad." 
Im Jahre 1876 zeigten nun Gordan und Nother, dass der Satz in 
dieser Allgemeinheit unrichtig ist. 

Durch das Verschwinden der Hesse'scheu Form reduciren sich 
zwar binäre Formen auf reine Potenzen eines linearen Ausdruckes, 
Formen mit drei Variabein, also ternäre auf binäre, quaternäre auf 
ternäre; dagegen giebt es bereits quinäre Formen, deren H zwar 
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* 

identisch verschwindet, die sich aber keineswegs auf quateinäre redu- 
ciren lassen. 

Wir geben hier den Beweis des von Hesse aufgestellten Satzes 
für binäre Formen, indem wir ihn folgendermassen formuliren. 

„Ist die Covariante (ab)* a™-* b^-* der Form f(x x x^ identisch 

null, so ist f'(x x x^) eine reine Potenz: (a l x l -J- «s»-**)*." 

Zum Beweise bringen wir zunächst die Voraussetzung 

7/« a ,( a ^*fl«-i6j-» = 0 (1) 

durch eine andere Relation zum Ausdruck. Wir multipliciren 

(xv)* 

Gleichung (1) mit ^- , und können dann schreiben: 

^ («'')' T* h r~* = 1 i a J' y ~ K <'.)'* 

oder, weil a"' • 6* 6«-* = b"' « 2 <i"'- 2 = /* • /„, , 

<?fH-f-fr-f*-0. (2) 

Zu dieser Voraussetzung (2) tritt noch eine zweite, dass nämlich jede 
Form fix) mindestens einen linearen Factor a x besitzt (vgl. Funda- 
mentalsatz der Algebra Bd. I § 12), oder, um ganz allgemein zu sein, 
dass f von der Form ist: 

«2 -««•*,*) (tf + p-iM). (3) 

Hier ist a x wirklicher vielfacher Factor von /', p sein Exponent und 
if das Product aller anderen Factoren. Unter diesen beiden Voraus- 
setzungen lautet dann die Behauptung: 

q = m . 

Wir bilden nun die erste und zweite Polare von f — u' x . ty , und er- 
halten nach Nr. 22: 

m (m - 1 ) — p (p - 1) «J . * -f- 2 p • <J « y * y 

+ <Mtf- 1) (5) 
Quadriren wir also den Ausdruck (4) der ersten Polare und subtra 

*) Man darf annehmen q > 1 Für q «= 1 wird der Beweis genau ebenso 
geführt. 
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hiren das (»« — 1) fache dieses Quadrates von dem »»fachen Producte 

der Form /' in die Form (5), so erhalten wir: 

m*(m- l)j/-./ yl _/^) = ( IMp(() _i)_( w _l)p»)«^«J.^ 

-|- { 2niQö — 2qö (m — 1) } a*'>'— 1 a y • $ • # 

+ jm<y(<y-l)y^-(m-l) ö ^^ = Of-. 

Da nun in dieser Identität die spateren Glieder rechts den Factor «, 
in einer höheren Potenz enthalten als das erste, so muss dessen Zahlen- 
coefticient für sich verschwinden, d. h. es muss sein: 

oder m = p , 

was zu beweisen war. 

§ 5. Der Aronhold'scho Process. 

50. Aufgabe. Viele Fragen der Algebra und Geometrie erheischen 
die Lösung folgender Aufgabe: Gegeben ist eine Form /'und eine ihrer 
Invarianten (Covarianten) /; gegeben ist ferner eine Form <p von 
gleichem Grade in x wie die Form f. Dann besitzt das lineare 
System f -\- X<p eine entsprechende simultane Invariante J } welche aus 

i entsteht, wenn man darin die Coefficienten a, von /' durch die Coeffi- 

cienten a, -f- Aa, von f -\- X<p ersetzt*). Diese Invariante J lässt «ich 
nach Potenzen von A anordnen, und die Coefficienten der Potenzen von 
A werden alsdann selbst wieder simultane Invarianten von /' und <p 
sein. Die Aufgabe nun, die wir uns stellen, ist: womöglich eine inde- 
pendente Darstellung der Coefficienten von A* zu geben. Es wird sich 
zeigen, dass sich, so lange /' und q> von einander unabhängig sind, 
immer ein Process angeben lässt, eng verwandt mit dem Polaren- 
process, vermöge welchem jeder dieser Coefficienten unmittelbar aus 
der Invariante i hergestellt werden kann; im anderen Falle erhält 
man für dieselben Recursionsformeln. 

Um die Begriffe zu fixiren, nehmen wir an, es sei: 
/• = a * x = b n x = • • • etc. 

= «o*? + (?)«i*r I *. + + • • •> 

(p = o£ e= ß» = . . . etc. 

- «> + (?)«^r*^ + + • • 

*) Ist <p eiue Forui höheren als n ton Grades, so bildet mau die ^eeipneU' 
Polare und kaun bich danu die gleiche Frage für die Form f + lfp yk vorlegen. 
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und die Invariante v Grades in den Coefficienten von f 

i «= 1>(a 0 , a lf Oj, ... a„). 

Dann ist: 

f+ k<p - (ä 0 + l«,)x\ + (?) (a x + ka A )x\~ l + 
und demnach 

J = ^ (a 0 + Aa 0 , o t -f- Aa, , ... a„ -f Aa„). 

Penken wir uns diese Invariante J nach steigenden Potenzen von 
A geordnet, und die Coefficienten der ersten bis v* n Potenz der Reihe _ 
nach mit d», d*i . . . d*i//so stellt sich J in der Form dar \ f 

J= A°t -f- Vdi + A*d 8 t 4- A'd 3 »" -f • -f AM r i. (1) 

Dass der Coefficient von A° die Invariante i ist, geht daraus hervor, 
dass für A = 0 die Form f -\- A<p in f, also J in t übergehen muss. 

57. Definition des Aronhold 'sehen Processes. Erster Fall: q> ist 
von f unabhängig. Um die Werthe der Grössen d k i zu ermitteln, 
bedienen wir uns einen Augenblick einer neuen Art der symbolischen 
Darstellung für die Invariante i. Da nämlich i als Invariante eine 
homogene Function v** Grades in den Coefficienten a k ist, so kann 
man sie symbolisch darstellen durch 

• — (floPo + «il>i + H ä H p H y=p* a . 

Hiebei sind die Coefficienten p ( nur als Symbole numerischer 
Grossen zu denken, d. h. der ZahlencoeXücient — Null nicht ausge- 
schlossen — irgend des Gliedes o£° a£' . . . o^' der Invariante ist reprä- 
sentirt durch 

^r^KK • • •<'> wo + **. + • • • f*> - 

Im allgemeinen, wenn t Covariante, können diese Grössen /), noch 
Euiictienen^.von^ sein. 

Da nun J aus t dadurch entstanden ist, dass an Stelle von a, die 

Grosse a, + trat, 80 i st d* 3 analoge Symbol für J 

J — &>l>o + «iJ»i + h *«o/>o + + •••)* = (/>« + W- 

Diesen Ausdruck kann man aber nach dem binomischen Lehrsatz ent- 
wickeln, wodurch man erhält: 

j=p: + (?) p:~ i p a a + (;) pr'pi * + • • ( n ) 

Vergleicht man diese Entwicklung mit der Entwicklung (I) Nr. 56, 
so erhält man allgemein: 



Digitized by Google 



62 



Erster Tbeil. 



Der Ausdruck rechts ist aber bis auf einen numerischen Coefficienten 
nichts anderes als die k** Polare von »" 

Daher ist 
oder 

- * 2 «^f^-iT ' ' ' ""' 

'» '« ' * 
Wir erhalten demnach die Lösung: 

„Die Grösse <5*t ist bis auf einen numerischen Coefficienten 

gleich der h** Polare von i nach den Coefficienten a, , wobei 

die Incremente jedesmal durch a, ersetzt werden." 

Nach den Eigenschaften der Polaren entsteht also ö 3 i ebenso aus 
di wie di aus i y oder allgemein: Man erhält <$*«, wenn man nach 

jedem Coefficienten differentiirt, die Incremente durch a, ersetzt und 
alle so erhaltenen Ausdrücke summirt. Der Process, welcher durch 

... di — . di — . . di — 

Ä, =^ 0 "° + ^ -"> + ••■ + fc* 

ausgedrückt ist, wird somit, immer vorausgesetzt, dass die Coefficienten <t t 

unabhängig sind von den Coefficienten a, , ein Iterationsprocess. Wir 
nennen ihn den Aronhold' sehen Process und bezeichnen die Aus- 
führung desselben an einer In- oder Covariante mit dem Worte „del- 
tairen". Die Formen f und <p sind hiebei als lineare Functionen der 
Variabein a, , b { aufgefasst, während die Potenzen z™ , s"*- 1 , . . . x° 
als Con8tante betrachtet werden. Beide Formen haben in diesem 
Sinne die nämlichen Coefficienten, aber verschiedene Variable und i 
ist dann Covariante v Un Grades der Form f. 

08. Beispiel. 1) Die quadratische Form 

f = a 0 -f- 2a x x l x t -f- a t x t * 
besitzt die Invariante 

i = ä 0 ä, — a t 8 = (/", /•)». 
Ist nun (p eine zweite quadratische Form 

<P = «0 *i f + 2 «i x x + «* 
so ist die der Form i entsprechende Invariante von f -\- Xtp 

J = (n 0 -f- Arr,/) (a t -f A«,) — (ß, -f Aa,) 8 
— K «* - <V) + A (Ä 0 a, - 2a, ä, + < h « 0 ) + A* (a fl a t - a, 8 > 
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Das gleiche Resultat erhalten wir, wenn wir die erste und zweite 
Polare Ton * bilden und die Werte von 

2p a Va — ä i 

in die Entwicklung 

J=i + kdi + A s d*i 

eintragen. Denn es ist: 

l /dt — . d% - . di - \ l / - o i — " - \ 

Pa Pa — T «o + «I + ^ «* j — 2 «0 - 2«, «, -f «, «„) 

und ebenso (vgl. Nr. 14, 8) 

Pl - y «« + ai; «■ + § ««y~ K«. - «.«) - (9, *)'• 

Also ist 

»■+*(/■, 9>) 8 + * 2 0, <P) 8 - 

59. Beispiel 2. Die biquadratische Form /" = a\ besitzt eiue In- 
variante dritten Grades in den Coefficienten , welche entsteht, wenn 
man die Hesse'sche Form (/) ff — (ab)* a*6J viermal über /" «= 
selbst schiebt, nämlich die Invariante 

j = («&)* («<•>« (ft c ) f -((/", o f , /r- 

Ersetzt man hier die symbolischen Coefficienten durch die unsymbo- 
lischen, so findet man (vgl. auch Nr. 155 d. Bd.), vom Factor 6 abge- 
sehen, 



3 = 



odf?r 



a 0 o, a 8 



a, a t a 3 
o s a 3 a 4 



j = a ()ffs r/ 4 -f ff, n, — a* — « 0 a s * — a*a A 

Die entsprechende Invariante J von f -{- Aqp, wobei = «*, wird 

j 4. Ad; + A* d s j -f A s d 3 j 
und die Coefficienten dj, d*j, d'j sind bezw. gleich den Polaren: 

»«)., «)„.• 

Bezeichnen wir der Kürze halber obige Determinante durch 
ihr Diagonalglied (a 0 a,a 4 ), so werden entsprechend diese drei Po- 
laren durch 
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=3:2.1 2d^d^di f ' at tti av - (a ° " J ~ ((<)P ' ^ 9)4 

dargestellt sein. Demnach wird 

_ i_ 

+ * 2 { K « 2 04) + («0 «2 «4) + K «2 «4) ! + * 3 (0,?)% <p) 4 • 

Hierin sind auch die beiden mittleren Coefficienten Invarianten, deren 
symbolische Darstellung wir sofort kennen lernen werden. 

60. Darstellung des Aronlwld sehen Processes di in seiner Wirkung 
auf ein symbolisches Produkt, Schon das letzte Beispiel führte uns zur 
Frage: Wie äussert sich der Aronhold'sche Process an einem sym- 
bolischen Product? Die Autwort hierauf will ich zunächst an dem 
gleichen Beispiel erläutern. Die gegebene Invariante 

j = (rt/>) 2 (6c) 2 (oc) 2 = 6(rt 0 a 2 o 4 + 2a, a i a. A — aj* — a 0 «.* — a, 2 aj) (1) 

ist vom dritten Grade in denf Coefficienten. Denken wir uns dement- 
sprechend die biquadratische Form f = f* einen Moment auf drei Arten 
un symbolisch dargestellt: 

/' = «n*i 4 + 4Ö> t :i ;r 2 H ä 4 x* 

f = b 0 x x A + 4^ xfxt H b 4 xf 

f = c 0 x i* + 4c, x* x t -\ c 4 V 

so können wir aus dem symbolischen Product; = (ab)* (6c)* (ac) 8 noch 

zu einer andern unsymbolischen Darstellung j von j gelangen, als der 
in (1) gegebenen, wenn wir die Symbolreihe 

a t * , a, 3 a 2 , a t * . . . durch a 0 a 1 a 2 . . . 
und ebenso: b t x , b^b^ , b* bf . . . durch b 0 b t 6 8 . . . 

c A , c^Cg, c, 2 c,* ... durch c 0 c, c 8 .. . 
ersetzen. Der so erhaltene Ausdruck j ist aber nun linear in den 
Grössen a if b if c, und geht für a, = 6 f = c, = r, in den nuter (1) ge- 
gebenen über. Der partielle Differentialquotient von j nach r t ist in 
Folge dessen durch 

d L = *L + *l + a / / 2 ) 
c>r ( da, tb i CC; 



r, = « f = 6, = c, , 
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dargestellt, und der Aronhold'sche Process erhält den analytischen 
Ausdruck 

0 * 

_ yK «, + ä, + y*L«. (3) 

Durch die erste der drei Operationen rechts wird aber in den in 

linearen Ausdruck j f an Stelle des Coefficienten o, der Coefficient 

oder also in j an Stelle des Symboles af~ ' aj das Symbol aj 4- 1 « 8 * 
eingeführt. Wenn man daher zum symbolischen Product zurückkehrt, 
so erhält man an Stelle von jjafc) 8 (6c) 8 (oc)*^infach (a&) 8 (bc)* (ac) 8 . 
Ebenso liefert die zweite und dritte Operation rechts in (3) 

(aa) 8 (ac) 8 (ac)* , (ab)* (6c) 8 (aa) 8 . 

Weil aber alle drei Resultate identisch gleich sind, so hat man: 

*J- 3(afc) 8 (6a) 8 (aa) 8 = ((a&) 8 « 8 &;, «J* - 3 ((/", /)*, . 

Gl. In derselben Weise findet man: 

ay = 3(««)" («/})» (o«» = (( V , n' 
ay = (««• oi,)" -((,,,)•, 

Denn in Gleichung (3) sind die drei Glieder rechts linear in den 
Grossen a, , 6, , c, ; resp. a,, a,, c, ; a,, a*, 6, . Setzen wir nun der 
Einfachheit halber 

und unterwerfen die Grössen k af k bf k c wiederum dem Aronhold'schen 
Process, so erhalten wir entsprechend der Gleichung (3) 



x 



Uordtt») Invuriautou. 11. 
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Ersetzen wir in diesen drei Gleichungen k a durch ^ a, etc. und 
addiren, so kommt: 

2»- - 2 \iA * + 2-*k ~" ~ ß - + 2S-, 

cz, 6, c \ 9 

Die drei Summen rechts sind linear in a, ß, Ci, resp. a { ß x bi, ß K ax 
und führen demnach wie vorhin eindeutig zurück auf die symbolischen 
Producte (aß)* (acf (ßc)* , resp. (aß)* (ab)* (ßbf , (aß f (aa) 8 (ß^f , 
welche alle drei die nämliche Bedeutung haben. Demnach ist 

^ dk r = <$ (aaf (aß)* (aßf. 

o, b,c 

Es ist aber / • 

o, 6, e 1 * 

und also gemäss der Definition des Aronhold'schen IVocesses 

*v = 2 2 BK = 3 (aay <aß)i {aß)i - ! « a « tft I«' " 

Ebenso findet man: 

«*■»' - -<(«»*«:«. 

Die im letzten Beispiele zu berechnende Invariante hat also die Form 

«7 - «/; /?, /r + 3a ((/; /?, <p) 4 + ((*>, 9>) 2 , /r + vy. <py . 

Genau in derselben Weise, wie wir hier an dem einzelnen Beispiele 
die Wirkuug des Aronhold'schen Processes auf ein symbolisches Pro- 
duct studirt haben, so können wir im allgemeinen Falle vorgehen. 
Wir finden alsdann: 

I 

iH - tt 2 i-^i, ' ä » ■ • • ä . 

wobei sich die Summe über alle Variationen von n Elementen zur 
p ton Klasse ohne Wiederholung erstreckt In Worten ausgedrückt 
lautet diese Formel: 

„Ein symbolisches Product wird q mal deltairt, wenn man je 
q Symbole a, b, c . . . durch o Symbole a, ß f y . . . so oftmal 
ersetzt, als sich n Elemente zur p* 6 " Klasse combinircn lassen 
und alsdann die Summe aller so erhaltenen Producte bildet." 
62. /weiter Fall: Die beiden Formen f und <p sind nicht von ein- 
ander unabluingig. Wir haben bisher angenommen, dass f und <p in 
keinerlei Weise durch ihre Coefficienteu mit einander in Beziehung 
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stehen. Sobald nun zwischen den beiden Formen f und <p ein Ab- 
hängigkeitsverhältni8s etwa der Art existirt, dass die Coefficienten von 
<p Functionen der Coefficienten von f sind, so ist der AronholcTsche 
Process kein Iterationsprocess mehr, d. h. ö i i wird nicht in derselben 
Weise aus di erhalten, wie di aus i. Denn wenden wir in diesem 
Falle auf di den Aronhold'schen Process an, so erhalten wir: 

«(«.-) - * [*\ i. + fL «, + i, + • ■ • + : a >- «.} 

<ia 0 * cu x * c*« 0 Crt, du^ca^ 

r ; — { -r-- «o -r — «i H + r- ««} + ••• 

rt* f^"« - - da^ _ | 



oder 



da« 



Nun ist aber nach Gleichung (II) Nr. 57 das erste Glied rechts 
identisch mit 2\d*i, und anderntheils ist nach der Definition des 
Aronhold'schen Processes: 



" da. 



-4 1 da * 



Demnach erhält man: 



o 

In derselben Weise findet man weiter: 
3! d'i — d(2! tf*t) - 2V-i' a A da, 



da.ca-ha 

0 s 



*!d*,-df((fe-l)!Ä*-»i)~(ft-l)V * 

Ca. Ca. ■ • ■ Ca- 
u '■ '» l 

Dies ist die Recursionsformel für die Coefficienten <J*t in der 

Entwicklung 

J = i + *äi + AM f i + ...*'*'•, 

r»' 
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• 

sobald die beiden Formen f und q> zu einander in covariantem Ver- 
hältnisse stehen. Ich werde im nächsten Paragraphen Nr. 72 noch in 
ausführlicher Weise auf diese Recursionsformel zurückkommen. Hier 
will ich nur noch ein Beispiel zur Erläuterung anfügen, um auch für 
diesen Fall die Wirkung des Aronhold'schen Processes an einem sym- 
bolischen Product zu zeigen. 

63. Beispiel Wir hatten in Nr. 37 jene drei Covarianten einer 
eubischen Form f — kennen gelernt, durch welche sich in Ver- 
bindung mit f alle übrigen rational und ganz darstellen lassen. Sie 
waren (vergl. auch Nr. 9 und 39): 

f=a' x 

= (f, ff = {abYa x b x ' 
Q - (A, (f> 0') - M) c*4 x - {ab)\cb)<*a x * ' " ■ 
R = (4, Äf = (aby(cdf(ac)(bd). 

Die Covariante Q ist wie f vom dritten Grade in den Variabein, 
und man kann sich demnach wieder die Aufgabe stellen, irgend eine 
dieser drei Covarianten für die Form 

F-f+lQ 

zu berechnen, etwa gerade die Form Q/+iq selbst. Sie wird dann 
dargestellt sein durch 

<?/-HQ= Q + IÖQ+-WQ + k*VQ. (I) 
Die Coefficienten ö Q, 8-Q, ö s Q lassen sich durch die eben auf- 
gestellten Recurffionsfornieln berechnen. Zu dem Zwecke ist es nötbig, 
zunächst die Werthe von 

Öf, dJ, dQ, SR 
zu ermitteln. Man erhält nach Nr. 60 und 61 

v-^Ä*-« - : • . »> 

ÖJ = ö [{aVfa,b,\ = 2{aQfa x Q x - (f, <?)' = V / (2) 
6Q~d{ (cJ)clJ x ) = (c V)<* V x + {QJ)Q\J x = tf, (f, <?)') + (Q, J) *} 

- (f, (f, QY) + (f, 4), 4), (3) 
oder weil die Functionaldeterminante 

[vergl. Nr. 52 (II)], so wird endlich wegen (4, z/)* = R, 

* q - (/; (A, «"> - j * • /' + 4 • ^' • 

Ferner ist: 

ör - z/)« - 2(j, vy = 2(^, (f, (4) 
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Nun ist aber, wie wir in der Theorie der cubischen Formen 
sehen werden (vergl. Nr. 145 (1) und Nr. 146 (II)], oder wie man 
sich auch unschwer direct unsymbolisch berechnet: 

{f,QY = 0 und (f, Jf = 0. (5) 

Daher liefert der Aronhokrache Processi 



öf =Q 

öQ = -±R.f 



64. Die Coefficienten d*Q und 6 S Q in (I) erhält man nun durch 
die folgenden Betrachtungen. Es ist nach Nr. 62: 

Da aber 6Q = — ~ R . /', und demnach ÖQ k = — ^ R a k sein 
muss, so geht die letzte Gleichung über in: 

2!d^= - * R • d/ - {/•• dli + *" 

Nach den Gleichungen (II) ist öf = (J, öR = 0, und nach dem 
Euler'schen Satze ist, weil Q vom dritten Grade in den Coefficienten a k : 

Daher wird: 

&Q = - \ R • Q + ~ R • U = *- R- Q. (Hl) 

Tragen wir endlich diese Werthe von 21Ö*Q und d(j k in die 
Gleichung ^ 



ca t ca i 
ein, so kommt: 

Md»Q = <J(tf • Q) + *V -J|=- Ö* • i 

Weil aber vom zweiten Grade in den Coefficienten und daher 
da k 

nach dem Euler'schen Satze: 
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»(-*-) 

V * • * = * 5? «, - 84 « - - 

r'a ' tfa. 



SO wird 



Die cubische Covuriaute der Form f ' -\- XQ hat demnach die Form: 

+ f G - f /-A», (IV) 

oder 

ftfi«-(l + J •*«)(«- (V) 

§ 0. Die Combinanten. 

65. Definition der Combinante. Der zuletzt betrachtete Aron- 
hold'sche Process ist auch noch dadurch von Bedeutung geworden, 
dass durch ihn eine Kcihe simultaner Covarianten i eines Systems 
von Formen /', q>, $ . . . gleichen Grades in z gekennzeichnet werdeu 
kann, welche bei vielen Untersuchungen, insbesondere der Geometrie, 
eine hervorragende Rolle spielen. Es sind das die unter dem Namen 
Combinanten bekannten Formen, welche wir folgender Weise de- 
finiren können: 

„Sind /*, <p, # . . . irgend welche Formen n 1 *" Grades, so ist 
eine simultane Covariante i derselben Combinante, sobald sie 
bei Anwendung des Aronhold'schen Processes identisch ver- 
schwindet." 

Die Combinanten genügen also, wenn wir der Einfachheit halber 
nur ein System von zwei Formen f «= a* und g> a n x voraussetzen, 
der Differentialgleichung 

66. EigenscJtafl der Combinante, wenn das gegebene System /', 9, # . • • 
aus unabhängigen Formen besteht. Sind nun die gegebenen Formen f 
uud q> von einander völlig unabhängig, so ergiebt sich aus dieser 
Definition sofort eine wichtige Eigenschaft für die Combinanten. Sie 
kann in dem Satze ausgesprochen werden: 

„Die Combinante /• von f und tp ändert sich nicht, wenn man / 
durch / -f- X<p ersetzt, d. h., wenn J die entsprechende Form 
von f -\- Agp und f ist, so besteht die Gleichung: 

t = J." 
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Denn in diesem Falle ist J eine Function der G rossen a, a, A 
und zwar in der Verbindung a k -f- Aa t . Wendet man also auf J den 
Aronhold'schen Process an, indem man J nach a k -j- Aa* difforeutiirt 
und die Incremente durch a k ersetzt, so muss nach Definition J der 
Differentialgleichung genügen: 

z r «o+ a ,- x «H = <J J = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist über nichts anderes als der 

Differential quotient von J nach A; demnach ist ^- = 0, d. h. J von 

A unabhängig. Entwickelt man daher wie im vorigen Paragraphen 
J nach Potenzen von X 

J= i + Ade + AM**' + h VÖU, (II) 

so müssen die Coefficienteu der Potenzen von A einzeln verschwinden, 
was mau auch bei der Unabhängigkeit von /' und tp direct aus d t = 0 
hätte folgern können. Gleichung (II) reducirt sich also auf J = t, 
wie behauptet war. 

67. Beispiele. Solche Conibimuiten sind alle ungeraden Ueber- ^ »• 
Schiebungen zweier Formen ~1 

also die Covarianten 
ä = (ak) a n ~ x et«- 1 , (a af a-" 3 a«-* , • • • (a a) 2 '+ 1 a*r* H-n «-;-<* .+0 . 

Denn durch Process d» erhält man: 

d * = d [(a«f+' a^H-u a»-«*"+i>] 
= (/Ja)*^ 1 /^-<*H-D a *-(S"+i) t 

Dieses symbolische Product verschwindet aber identisch, da es 
durch Vertausehuug der gleichwerthigcn Symbole a und ß nur sein 
Zeichen ändert. Aus denselben Gründen folgt, dass die geraden Ueber- 
schiebuugen (f\ qp) 2 '' keine Combiuauten sein können. 

Die Gesammtheit aller Combinanten zweier Formen f = a" und 
tp = «» ergiebt sich wie Gordan im Bd. V der Math. Annalcn ge- 
zeigt hat, aus der einen Forin 



P = /(*)9>«-9>(*)/Ty) = 



a», a» 
a n , a" 



Er nannte sie „Fundamentalcombinante" von /" und tp. Dass sie 
in der That eine Combinante ist, erkenuen wir unmittelbar, wenn wir 
P in der Gestalt schreiben: 
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"o «1 «8 

«« «i «* 



«n 



x\ 



eine Darstellung, wie wir sie in Bd. 1 Nr. 151 gegeben haben. Denn 
der Aronhold'sche Process verwandelt die Determinanten («,- a*) in die 
verschwindenden Determinanten («, a*). Wir werden im nächsten 
Paragraphen sehen, wie sich diese Form P nach Potenzen von (xy) 
entwickeln lässt, deren Coefficienten gerade die oben erwähnten un- 
geraden Ueberschiebungen (/*, y} 8 *"*" 1 sind. 

In gleicher Weise hat Gordan a. a. 0. gezeigt, dass die Funda- 
mentalcombinante von p Formen f lf f 3f . . . f p dargestellt ist durch: 



P = 



fiti), /.Gr), fM'-fptt) 

/iW, /*(*)> 



/IM. 



Sind z. B. f=a\, <p — # = drei quadratische Formen, so 



ist ihre Fundamentalcouibinante 



p = 































'1 > 



x*, 2x,x t> xf 

V*> 2.V,y 8 , yf 
z* } 2z l z 2t z% 



c,% c x c % , c* 
= (a6) (ac) (bc) • (a^) (yz). 

Abgesehen von den identischen Covarianten (xy), (xz), (yz) be- 
sitzen demnach drei quadratische Formen nur eine Oombinantc, die* 
schon früher berechnete Form (vergl. Nr. 7) 

R = (ab) (ac) (bc). 
So ist a. a. O. auch gezeigt, dass für drei Formen dritten Oirades 
/ 5=33 a l > 9 = > i> — die Fundamentalcombinante P sich auf die 
eine Form 

Q = (aft) (ac) (6c) a x 6, 

reducirt. AJle Covarianten von Q sind dann selbstverständlich Com- 
binanten von /, <p und 

68. lieber eitle formale Eigenschaß aller Cotnbiitanten. Aus der 
Bedingung d*t=»0, welcher eine simultane Covariante genügen musa, 
damit sie Combinante ist, kann man schliessen, dass diese Combinanten 
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auch uusytuboliscli vor deu übrigen Covariautcn sich auszeichnen. 
Denn dieser Bedingung genügen beispielsweise sicher alle jene Co- 
varianten zweier Formen f = a*, tp = a n x , welche die Coefficienten 
a, , a, derselben nur in den zweigliedrigen Determinanten (a, a*) ent- 
halten; dieselben siud demnach stets Combiuanten. Also ist auch die 
Resultante ll ft , p dieser beiden Formen Combinante, da sie sich in 
der Bezout'schen Determinantenform gerade als Function dieser Grössen 
(n, a t ) darstellt In der That haben wir auch im ersten Bande für 
sie die aus 6i = 0 resultireude Eigenschaft J = i bewiesen, indem 
wir dort (vergl. § 11 Nr. 146) zeigten, dass R /t f = R /+ z Vtlf> ist. 

In derselben Weise schliessen wir, dass die simultanen Covarian- 
ten von p Formen f 1} f i} • • • f pt welche die Coefficienten derselben 
nur in den p-gliedrigen Determinanten (a!, n a!?' ' ' ' a]"J) enthalten, 
Combiuanten sein müssen.« Denn der Aronhold'sche Process bewirkt, 
dass jede dieser Determinanten zwei gleiche Zeilen oder Colonnen 
erhalt; in Folge dessen verschwinden sie sämmtlich und mit ihnen die 
betreffende lu- oder Covariante. 

Verbinden wir nun aber mit diesen Schlüssen den Gordan'scheu 
Satz, dass aus der Fundamentalcombinaute 

Uberhaupt alle Combinanten von p Formen j\ abgoleitet werden können, 
einen Satz, in Bezug auf dessen Beweis ich auf die mehrmals schon 
citirte Abhandlung in Bd. V der Math. Ann. verweisen muss, so er- 
giebt sich hieraus: 

„Jede Combinante von p binaren Formen /) gleichen Grades 
in x ist eine solche Function der wirklichen Coefficienten 
von d , welche dieselben nur in den Determinantenverbindungen 

(«!•' 3T «if • • • ü;») enthüll.« 

69. Covariantcn mit (Jmnbinantctxeujctischaß binärer von einander 
abhängiger Formen. Sind nun die gegebenen Formen nicht, wie wir 
bisher annahmen, von einander unabhängig, sondern beispielsweise zu 
einander covariant, so sind zwar immer noch jene Co- und Invarianten 
i, welche der Gleichung di = 0 genügen, Combiuanten der gegebenen 
Formen; aber dieselben haben alsdann nicht mehr die Eigenschaft 
J «=» i. Wir können alsdann zur Zeit ihre Eigenschaften überhaupt 
nicht allgemein discutiren/ 1 

Nur ein specieller Fall ist bisher im binären wie im ternären 
Gebiete untersucht. Das sind die Combinanten einer Form f und 
ihrer Covariante gleichen Grades <p t für den Fall, dass, wenn M eine 

*, 'U va^ >v- i: -....tu '* ' {■;>■•♦ \ \l ' ' '. :• <ii 
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luvariante von /, zwischen den beiden Formen die Wechselbeziehung 
stattfindet: 

df =9 | 
d> = M ./ ) ' 

Ich habe bereits bei Gelegenheit der Darstellung des Arouhold- 
scheu Processes ein diesbezügliches Beispiel gegeben. Die Form 
/'=a* hat eine Covariaute gleichen Grades Q = (ab)* (cb)a x und 
wir sahen damals, dass 

««■ — 

wobei Ii die Invariante (z/, z/) a der Form /' ist Ebenso werden wir 
spater bei den Formen vierten Grades in der Form /'=oJ und ihrer 
Hesse'scheu Covariante II = (ab)* a* b* zwei covariaute Formen er- 
halten, welche in derselben Wechselbeziehung stehen, nämlich 

df=>H 

wobei i die Invariante (ab)* von f bedeutet. 

Besitzt nun in einem solchen Falle /' eine Invariante oder Co- 
variante i, so beschaffen, dass öt ' = 0, so haben wir, wenn auch nicht 
direct die gleichen, so doch analoge Bedingungen vor uns, wie wir 
sie ursprünglich zur Definition der Combinante voraussetzten. Wir 
stellen uns demnach auch die analoge Frage: In welcher Beziehung 
steht die entsprechende Invariante J von /' -f- k<p zur ursprünglichen 
* von f? 

In dem ersten der eben angeführten Beispiele haben wir bereits 
die Hesse' sehe Form J von / ' = a? als eine solche Form erkannt, 
für welche öd = 0 (vergl. Nr. 63, II). Es ist nun aber nicht mehr 
wie bei den eigentlichen Combinanten = d\ vielmehr erhalten 

wir: d/+iv = ^ + A dz/ -f- k-d 2 J, 

oder weil öJ = 0, und demnach (vergl. Nr. 02) 



so kommt: 

z/ /+1 , = (h|a s ).j. (11) 

Was sich aber hier in dem speciellcn Beispiel ergeben hat, lässt 
sich auch allgemein beweisen, sobald die oben gegebeneu Bedingungen 
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(I) erfüllt siud, nämlich die Gleichung: 

wobei u eine Function des Parameters X und jener Invarianten ist, 
die sich aus M durch fortgesetztes Deltairen ergeben. 

70. Beweis der Iidation J/+i, P = « • *. Wir können diese aus 
den Bedingungen (1) in Nr. 69 resultirende Eigenschaft auf zwei 
Arten beweisen. Ich will sie zunächst direct durch Rechnung ab- 
leiten. Es ist, wie wir schon in Nr. 5G (I) erwähnt haben: 

J/+i v — i + Ad« + AM 8 » + • • • + A'd'i, (I) 

wobei für die Coefticienten nach Nr. 62 die Ilecursionsforinel gilt: 

- <*.- »•öiö-'i) ,„ ,„ * . ,. -.,«■■ • • • 

'i 'i 'X— i 

Da aber nach Voraussetzung dq> = M'f und demnach 

dä, 4 = M.~a ik , 

so wird: , \ 

(*- 1)3/ %TT- W,^„ • • ^«.W 



oder endlich: 

dt* = l *(d*-«f) — M • **-■». (II) 

Legen wir hier der Grösse k der UWhe nach alle Werthe 1, 2, 3 ... etc. 
bei, so erhalten wir: 

d» =0 

Ö*i - i- d (d i) - -J- JWW - - l M-i 
d 3 i = | d(d 2 i^P ^ 1 Jf d i * id Af 

6H _ 1 d(d 3 »j - *7 2 Md 8 * / 4 t.*!f + - * , etc. 

Man erkennt, dass rechts stets wieder der Factor i auftritt, gerade 
weil d* = 0. Der Coefficient jeder Potenz von A enthält sonach diesen 
Factor. 



-y- d (d* 1 1) — — . — > ^ — = Off, a,, •••«,■ 
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Die Gleichung (I) kann also in der That auf die Form gebracht 
werden: J /+ i v = ui, 

wo u eine Function der Grossen k, M und jener Invarianten ist, in 
welche H durch den Aronhold' sehen Process übergeht. 

71. Zweiter Beweis für diese Relation. Die Eigenschaft J/+k v =u-i 
geht auch direct aus der Differentialgleichung di — 0 durch Integra- 
tion hervor, wenn wir dieselbe nur vorher geeignet umformen. Zu 
dem Zwecke müssen wir uns aber zunächst die Frage vorlegen: Was 
wird aus der Co Variante <p von /', wenn f in / ' + X<p übergeht, oder 
mit andern Worten: Was ist <p/+i v ? 

Die Antwort auf die Frage giebt wiederum die Identität 

= <p + kd<p + A 8 d> -\ + Md«p. (1) 

Die Coefficienten d k <p gehen aus der Iteeursionsforniel 
d*<p = JL d{d l - l <p) - Md*-*<p 

hervor, die ich in Nr. 70 entwickelt habe. Ersetzen wir hierin k 
durch 2, 3, . . . q, so erhalten wir, da 

d y — M . /', 

der Reihe nach: 

<5V = y /" • d Jlf + ^p M • <p 

d*<p = ± f - {d* M + 3(1 - q) M* ) + ±= 9 6M- V . t etc. 

Es ergiebt sich, dass jeder Coefficient 4 k (p eine lineare Function 
der beiden Formen f und q> ist, was a priori einzusehen war, da durch 
den Aronhold'schen Process f in <p und q> in /' verwandelt wird. Die 
obige Identität (I) lässt sich demnach in der Gestalt [vergl. Nr. 64 (IV)J 

<P/+i f — A • f+ B<p 
schreiben, worin A und B Functionen der Grössen A, der Invariante 
JSI und der daraus durch Deltairen entstehenden Formen sind. Wenn 
also f durch f -\~ X<p ersetzt wird, so geht unter den Voraussetzungen 
df=<p, Ö<p<=M-t\ die Covariante q> von f in eine Form desselben 
Büschels f Xy über, und die nämliche Stellung, welche eine Co- 
variante oder Invariante » von f zu den Formen f und <p einnimmt, 
behauptet auch J in Bezug auf f + X<p und g>/+2 y **= Af + B<p. 

Schreiben wir der Homogenität halber statt f + *<P in der Folge 
Kf + h<Pi 80 besitzt diese Form die Coefhcieuten 

Oik l -f- a^Aj ; 
entsprechend besitzt <pi,/+i, v die Coeflicieuten: 

a k A + u k B. 
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72. Umformung der Differmtialgleichung di — 0. Ist nun % ent- 
weder direct eine rationale Combinante von /' und <p, oder auch nur 
schlechthin eine Covariante, rational in den Coefficienten von f von 
der Eigenschaft, dass di = 0 (wie in dem Beispiel Nr. G9 die Form z/), 
so genügt auch die entsprechende Form J von Ä,/"-f- A^qp der Differen- 
tialgleichung ~dJ=0 

wenn nur der Process d J auch in der entsprechenden Form: 

ausgeführt wird. Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung in 
der Gestalt: 

A \ifäTtt'* + ^+ÖÜ'* + '") + 

B tei. +u> ' "° + •"■ + ••• 1 • 

so erkennt man die Factoren von A und B als die partiellen Üifferen- 
tialquotienten ^ , Die Differentialgleichung lut = 0 lässt sich 

also auch durch 

A H+ B ti-° (») 

darstellen. Diese Differentialgleichung hatte bereits Aronhold als jene 
Gleichung erkannt, welcher die Combinanten zweier Formen f und <p 
genügen, wenn <p Covariante von f. Das war der Grund, weshalb 
Gordan den Process des Deltairens als Aronhold'scheu Process be- 
zeichnet. Aus ihr können wir nun direct die Combinanteneigenschaft 

J—u-i 

herleiten. 

73. Denn ist g irgend eine particulare Losung dieser Gleichung 

so muss gemäss der Theorie der Differentialgleichungen die allge- 
meine Lösung J eine ganze Function 

J-F{g) 
dieser speciellen Lösung g sein. 

Um nun eine solche Lösung g zu finden, gehen wir von irgend 
einer Combinante von f und <p aus, etwa von der Functionaldeter- 
m in ante & = (/*, <p). Es ist dann 

*«,/+J.f — (*if+J«9>, Af+*9) 
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Die Form frij+^y ist homogen in A t uud A ä . Demnach auch die 
Form k^B — k t A t während (/*, tp) von diesen Parametern völlig un- 
abhängig ist; da ^./-f-^y als Combinante der obigen Differential- 
gleichung genügt, so genügt ihr daher auch die specielle Form 

g = A, B — k t A. 

Dem Eulcr'schen Satz gemäss ist hierin: 

Nun ist J stets homogen in k t und A 2 ; es muss daher auch in der 
Gleichung 

die rechte Seite homogen sein, d. h. F muss sich auf eine Potenz der 
particulären Lösung g reduciren. Es ist also 

J — g*- Const. 

Um die Constante zu bestimmen, setzen wir X l = 1, k^ = 0; 
dann geht J in i über, und weil -fh.z-f^y in # sich verwandelt, auch g 
in 1. Es ist demnach 

x 1'' • Const. 

und folglich: 

J - ^ • i, 

was zu zeigen war. | Vergl. das Beispiel in Nr. 69 (II).] 

$ 7. Binare Formen mit «wei und mehr Reihen cogredienter 
Variabler. (Process der Reihenentwicklung.) 

74. Symbolische Darstellung dieser Formen. Wir haben uns bisher 
im Allgemeinen beschränkt auf die Untersuchung von Formen mit 
einer einzigen Reihe Variabler x t und x t . Schon die einfachen Polaren 
derselben führten uns indess auf Formen mit zwei Reihen Variabler 
x \ x t) ViVa während durch die gemischten Polaren sogar Formen 
mit mehr als zwei Reihen cogredienter Variabler in den Kreis 
unserer Betrachtungen hereingezogen wurden. Bei der Wichtigkeit, 
welche diese Formen für die ganze Invariantentheorie haben, wird es 
nunmehr nothwendig, dieselben einer eingehenden Betrachtung zu 
unterstellen und insbesondere die Haupteigenschaft derselben zu con- 
statiren, dass alle Co und Invarianten von Formen mit mehreren 
Reihen cogredienter Variabler sich durch die Co- und Invarianten von 
Formen mit nur einer Reihe Veränderlicher darstellen lassen. Dies 
gilt auch noch, wenn die Veränderlichen x und y nicht direct cogredient 
sind, sondern beliebig zusammenhängen; es existiren eben dann lineare 



I 
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Functionen g der y, welche cogredient zu den Variabein x sind. Hier 
beschränken wir uns jedoch auf cogrediente Variable x und y. 

Es sei die Form F = F(x\ y) eine rationale ganze und homogene 
Function der beiden cogredienten Variabein x und y und zwar sei 
dieselbe in x homogen von der Dimension m, in y homogeu von der 
Dimension n. Jedes Glied dieser Function hat, von öinem Coefficienten 
abgesehen, die Form 

fpV 2 - 0) 

Die Zahl der Glieder ist (n+ 1) (w+ 1), da jedes der Glieder 
einer allgemeinen Function »* ten Grades in x mit immer andern und 
andern Functionen n ten Grades in y multiplicirt sein kann. 

Um eine solche Form symbolisch darstellen zu können, braucht 
man auch zwei Reihen von Coefficienten, die eine um ein Glied hin- 
sichtlich der Factoren x, die andere um es hinsichtlich der Factoren 
y zu charakterisiren. Wir werden demnach als symbolischen Coeffi- 
cienten des Gliedes (1) den Ausdruck wählen 

f*~* r* • «j- 2 . (2) 

Die Symbole r und s gehören unzertrennlich zusammen und der 
ganze Coefficient hat nur dann unsymbolische Bedeutung, wenn die 
Summe der Exponenten von r, und r 3 gleich m, die von s t und s s 
gleich n ist. Die Potenz eines solchen Coefficienten werden wir durch 
ein Product von Ausdrücken (2) charakterisiren, in welchem die ein 
zelnen zusammengehörigen Factoren durch obere Indices von den 
übrigen unterschieden sind. So ist die dritte Potenz des Coefficienten 
(2) dargestellt durch: 

r <i)'*-* r m*s;t>— 1 b <D l . h«)— * r»)* s <*)— 4 jW* . ff*»-* ^ . 

Multipliciren wir die Ausdrücke (1) und (2) mit einander, ver- 
sehen sie sodann mit dem Product der Binomialcoefficienten 

(")(?) (») 

und summiren alle Glieder, die aus diesem einen hervorgehen, indem 
man den Grössen & und A alle zulässigen Werthe beilegt, so entsteht 
die symbolische Darstellung 

einer Form F mit zwei Reihen cogredienter Variabler. In ihr kommt 
also erst der Verbindung von r und .9 eine reale Bedeutung zu, ob- 
wohl auch der Fall nicht ausgeschlossen zu werden braucht, dass F 
in die beiden wirklichen Factoren und s" zerfällt. 
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75. Die ElemmtarcomrtanUm von F. Unsere Aufgabe ist nun, die 
Covarianten einer solchen Function mit zwei Reihen Variabler zu 
untersuchen. Unter dieselben gehören jedenfalls wieder die symboli- 
schen Producte, welche sich zusammensetzen: 

a) aus den Factoren erster Art: 

r x > r x ] > • • ' t S xf ^ > • ' ' > % * ] » * * • » S y » ^ > 

ß) aus den Klammerfactoren: 

(r.),(^>r), (r *<•>), (i «<>>),.•• 
Soll das symbolische Product unsymbolische Bedeutung haben, dann 
müssen die Symbole r* 0 in m und die Symbole s*' 1 in n Factoren vor- 
handen sein. 

Die einfachsten unter diesen Covarianten sind durch jene sym- 
bolischen Producte dargestellt, die nur ein einziges Symboleupaar 
enthalten, d. h. also deren Coefficienten lineare Functionen der 
Coefficienten der Stammform sind. Dieser Fall trat bei den Formen 
mit nur einer Reihe von Variabein nicht auf, da ja die einfachsten 
Covarianten dort die Ueberschiebungen (ab) 1 a n J- 1 b*~ l waren, die be- 
reits vom Grade 2 in den Coefficienten sind. 

Eine solche Covariante von F ist dargestellt durch das Product: 

{rsY r» x rj < ^ y , (4) 

wobei 

X + g + h — m 

ist Unter diesen Covarianten sind wieder dio einfachsten 
welchen ß = l = 0 ist, also jene, die nur eil)' einzige Varia 
enthalten! Ihr Symbol ist: 

E = (rsf r^~ l s*-^ = (rsf . 

Wir nennen sie in der Folge: Elementarcovarianten der 
Form F. Jede Form F besitzt n -f- 1 solcher Elementarcovarianten, 
wenn iv der kleinere der beiden Exponenten in und n ist, nämlich die 
il Formen: 

(rs) 1 = (r s) r"J- 1 sl~ l 
(™)>«(rs) s r»-*s»-* 



(r«)--(rs)- rr-- 
Sie gehen durch Faltung aus den beiden Factoren und s£ hervor. 
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76. Zusammenltaiuf der ursprünglichen Form mit ihren Elementar- 
covarianten. Diese letzterwähnten Formen tragen ihren Namen des- 
halb, weil ihnen die wichtigste Rolle aller Covarianten von Fzugetheilt 
ist. Es gilt nämlich der Satz: 

„Die Form F ist eine simultane Oovariante ihrer 
Elementa reo Varianten." 

Damit ist aber die Gesammtheit aller invarianten Formen von F 
auf die simultanen Formen dieser Elementarcovarianten zurückgeführt, 
und da dieselben nur eine Reihe von Variabein enthalten, so ist die 
Theorie einer Form mit mehr Reihen cogredienter Variabler überein- 
stimmend mit der von simultanen Formen einer einzigen Hei he Variabler. 

Wir beweisen den Satz in einer allgemeineren Fassung, indem 
wir zeigen, dass jedes Product 

P= (rsf «jp*, k = 0, 1 , 2, • • • «, 

das aus Nr. 75 (4) für i = /: = 0 entsteht, eine lineare Function 
der mit Potenzen von (zy) multiplicirten Polaren der Elementarcova- 
rianten E ist. Die Form F = r" l s* ist dann das erste dieser Pro- 

1 y 

duete V für X — 0. Der Grad einer jeden solchen mit (xifY multipli- 
cirten Polare der Elementarcovariante E 

muss in x und y mit dem von F übereinstimmen, wenn F sich in 
der angegebenen Weise darstellen lässt, d. h. es muss sein: 

m -\- n — 2 * — p + ?» — m 

und ferner 

fi -f- v = n. 

Ist alsdann die Form F eine lineare Function dieser Formen 
(xy)*Ej lt so ist sie damit auch simultane Invariante derselben. 

77. Beweis, dass F eine lineare Function der Fohren E^ ist. Wir 
werden den Beweis des im vorhergehenden Absätze aufgestellten funda- 
mentalen Satzes zunächst ohne rechnerische Operationen führen, indem 
wir in den einzelnen Schlüssen genau wie in der Polarentheorie vor- 
gehen. 

Wir können die Form 

P = (rsY ym-iffH-i 

betrachten als ein Glied der (w — A)'*" Polare von der Elementar- 
covariante 

E = ( rs y = (rs) 1 t^sy-*. 
Naeh den Sätzen der Polarenthforie lässt sich V alsdann durch 

Oordan, Invuriuiitni II. C 
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die Polare der Elementarcovariante E plus einer Summe von Gliedern 
darstellen von der Form 

G = (xy) (rsY+ l >* r* sj s 1 . 

Diese Glieder enthalten ausser dem Factor (xy) auch noch einen 
Klammcrfactor (rs) mehr als die Covariante /?=(»• .<?)*. Sie können 
demnach als Glieder einer Polare von 

E t = (rsY+ l s*- 1 - 1 

aufgefasst werden, und zwar 'einer Polare niedrigeren Grades als die 
eben betrachtete. Alle diese Glieder lassen sich wieder durch die Polare 
der Elementarcovariante E v darstellen plus einer Summe von abermals 
einfacheren Producten, die wieder einen Factor (xy) und einen Factor 
(rs) mehr besitzen. Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, bis 
man auf die nullte Polare der (n -f- l) tcn Elementarcovariante gelangt, 
womit das gewünschte Ziel erreicht ist. Die Form P ist alsdann 
durch eine lineare Function der Polaren ihrer Elementarcovarianten 
dargestellt, die nach steigenden Potenzen von (xy) fortschreitet. 

Manche Untersuchungen lassen es w Ansehens werth erscheinen, in 
dieser Reihe wiederum eine der Polaren Ej t durch eines ihrer Glieder 
und niedrigere Polaren zu ersetzen. Die äussere Form der Reihe 
bleibt hierbei unverändert, da sich die niedrigeren Polaren mit den 
bereits vorhandenen zusammenziehen lassen, so dass sich nur die 
numerischen Coefficienten der Reihe in anderer Weise darstellen. 

Diese Entwicklung war unabhängig von dem Werthc A; sie gilt 

also auch für A = 0, d. h. für die Form 

V = r" 1 s n . 
* y 

Es bleibt nur noch die Aufgabe zu erledigen, für diese einfachste 
Form mit zwei Reihen Veränderlicher die Coefficienten der einzelnen 
Glieder in independenter Weise aufzustellen. 

78. Die licOumentmcUung von F ist eindeutig. Ehe wir jedoch 
zur Berechnung der Coefficienten schreiten, wollen wir noch zeigen, 
dass sich F nur auf eine einzige Art in eine solche Reihe entwickeln 
lässt. Gäbe es nämlich zwei Entwicklungen für F, die nicht überein- 
stimmen: 

und 

dann würde die Differenz beider eine Entwicklung für den Werth 
Null geben: 
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Nehmen wir nun an C f>i — C'ü. sei die erste nicht verschwindende 
Differenz in dieser Entwicklung, so können wir, nachdem wir dieselbe 
mit der niedrigsten Potenz von {xy) dividirt haben, in ihr x = y setzen. 
Dann verschwinden eben wegen des Factors {xy) alle Glieder bis auf 
das erste. Man hätte also 

0 ~ 6;. - C£. , oder C' fli = (%,. . 

Also können die beiden Eutwicklungen nicht von einander ver- 
schieden sein. 

79. Wirkung des Sl-Processcs auf ein Prodmt tp-iff zweier Formen. 
Um nun die Coel'ficienten C lt der Entwicklung zu bestimmen, müssen 
wir vorher noch eine Hilfsformel aufstellen, die uns lehrt, wie sich 
»las Product g> • # zweier Formen mit zwei Reihen cogredieuter Variabler 
unter dem Einfluss des Omegaprocesses verändert. 

Es 18t; öxT = < P cx t +*<^ t 

d(tprp) ^ dty , dtp 

und demnach: 

= . + l! * + + * . (2) 

Setzt man nun der Kürze halber 

Ctp ?1> t'tp Fip , ^ . d V d* dtp /. ^ n 

cy, dx, " öy x 7x, ~ W> ^' t y s cx t ' ' dy t ex, ~ W' 

so erhält man, wenn p und ft die Grade von x in <p resp. V bedeuten, 

ö und v die von y in g> resp. V, ans (1) und (2) durch Subtraction: 

v v 
(Q + lt)(a+v)Sl{<p'tl>)=[i'V<ptt(il>) + {<p, v<)+ P- <M- + 0, <p)- (I) 

Ist speciell # = (ary) 4 , so ist 

A 2 Ä(xyy - 2A(syy-i + AU - 1) (xyY~* = X{X + 1) (* v )>-' , 
ferner wird 

((*i/) 2 T?) » A {zyt-*x t Ii + A (^-«^ Ii , 
folglich nach dem Euler'schen Satze: 

(«M») + 0M>) - A (p + 0) ' rjp. 

Daher erhalten wir aus Gleichung (1) für $ = {xy) k : 
G>+A)(<M-A)U(<p-(^ 
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80. Berechnung der Coefficienten C M . Die zuletzt erhaltene Formel 
benutzen wir nun, um die Coefficienten der Reihe 

(r S yr?- l s»->= ^ C' M (r^_*(zy)*~\ Je > X (III) 

zu bestimmen. Dass die einzelnen Glieder rechts die hier gegebene 
Form besitzen müssen, haben wir bereits in Nr. 7G und 77 ent- 
wickelt. Ihr Grad in y ist 

n ~k -\-k — X = n — X, 

ihr Grad in x ist 

m + » — 2k — (n — k) -f- Je — X = m — X, 

wie es die linke Seite der Relation (III) auch erheischt. 

Zunächst erhalt man für X = k den ersten Coefficienten C k , * , 

indem man x = y setzt. Dabei geht die linke Seite in die Elementar- 

covariante _ 

E= (rsY = (rsyf*2-*g*- 1 (1) 

über, während die rechte Seite sich auf ihr erstes Glied 

reducirt. Durch Comparation von (1) mit (2) erhält man 

Ck,k — 1. 

Um nun die weiteren Coefficienten zu finden, wenden wir auf 
beiden Seiten der Relation (III) den Ä-Process an, was immer erlaubt 
ist, da dieselbe eine Identität darstellt. Die Rechnung erleichtert uns 

Formel (II), Nr. 70. In ihr tritt nur an Stelle von q> die Polare (rs) l ^_ kf 

an Stelle von k der Exponent k — k\ ebenso haben wir ihren Grad q 
in x durch tn — k f ihren Grad o in y durch n — k zu ersetzen. 

Der &-Process auf eine Polare angewendet liefert aber null (vgl. 
Nr. 19). Es bleiben daher rechts nur die vom zweiten Terme der 
Formel (II) herrührenden Glieder unter dem Suiumcnzeichen übrig, 
nämlich die Glieder: 

(* _ k) (m + n - k - k + 1) (xy) 1 - 1 - 1 . (r~s)^ . 

Berücksichtigen wir nun, dass nach Nr. 20 (I) 
(m-kXn-VSliirsyr?-* sp*) = (m — k) (n — X) (r«y+' r"^ s;^" 1 , 

so liefert der Ä-Process, angewendet auf die Reihe (III) 

(w — X) (n — X) (r r 1 '- 1 - 1 s»-*~ l 
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Ersetzen wir nun aber anderntheila in der Relation (III) 

X durch A -}- 1 , 

so erhalten wir für die linke Seite der Relation (IV) eine zweite 
• Entwicklung s 

{rsY+ , s ,-^, = 2v,. t M»"-» (*»)""'• 

Multipliciren wir diese Entwicklung mit (m — X)(n — X) und compariren 
wir (IV) und (V), so erhalten wir die recurrente Coefficienten-Relation 
( m _ x) (n — X) Ci+,.* - Ci, k (k - X) (m + u - - A + 1) , (VI) 
wobei CV. * — 1 . 

81. Damit ist das Mittel gegeben, die Coefficienten einzeln zu 
berechnen. Setzen wir k — X => p, und somit X = k — p, so lieferu 
die Substitutionen 

in die Formel 

(m — k + p) (» — * + p) t*+i-<?. * — Ct-n. i (»* -f « — 2 A ; + p -f 1 ) p 
der Reihe nach folgende Gleichungen: 

( M _ jfc + 1) ( w _ jfc + 1) . 1 «= 6 , *_ I , i (m + tt — 2* -f 2) 

(w - * + 2) (n - ft + 2) C t - Uk = CU>.* (m + n — 2k + 3) • 2 
(„, _ jfc + 3) (M _ /; + 3) 0- M = tt- Sl * (w + m - 2/; + 4) • 3 



(w* — /i -f- p) (« — /; -f p) C'i-p+i.A- = (w -f m — 2/«; + p + 1) p. 

Multiplicirt man die untereinander stehenden Gleichungen, so er- 
hält man: 

( m _A-+l)(m-^ + 2)..-(m-/; + p)(tt-/;+l)(tt-^+2)--(tt^/r4-p) 
= Ci- t ..*.p!(fM + tt- 2/<-f- 2) (>» + /< — 2£ + 3) ■••(/«+*- 2/; -fp-f 1), 
oder: 

~(»-*)!~ ' (••-*)!" ~ U ^ k ' 9 {m + n- 'k+l)'. " W 
Nun ist aber: 

und analoge Beziehungen gelten für die beiden andern Quotieuteu. 
Führt man also in (1) diese Werthe für die betreffenden Quotienten 
ein, so erhält man nach Division mit (p!) s : 

= Ci ^ k ^ + H-2t+ e+ lj. (V|I) 

Wir haben die Formel (VII) nicht in dieser Allgemeinheit nöthig, 
sondern nur für die Reihenentwicklung von 



Digitized by Google 



86 Erster Theil. 

also für den Fall 

X = 0, d. Ii. k = q. 

Mau erhält alsdann: 

(£)(r)=M'" + V +1 )> 

und demnach: 

F _ ,,,, s n ^ k ^ 

oder 

7«; -2 (»i-h ?i+ ■) • < V1,I > 

Diese Entwicklung wurde von Clebach und Gordan gleichzeitig 
entdeckt, und wir haben hier dieselbe auf dem von Clebsch einge- 
schlagenen Wege gegeben. Durch sie ist also der Beweis geliefert: 

„Jede Form mit zwei Reihen cogredienter Variabeln ist eiiie 
simultane Co Variante ihrer Elementarcovarianten, also von 
Foruieu mit nur einer Variabeinreihe." 

82. Beispiel für die Clchsch Gordansche Reihenentwicklung. 
Wir wollen die Form 

F = t* x s 

in eine Reihe entwickeln, und durch einfache Rechnung die Identität 
der Entwicklung mit der ursprünglichen Form nachweisen. 
Es ist: 

oder 

rl\-("X+ l («)'(*»)• 

Also: 

£ { r >, + + T M '.(*»> 

-J F+ l-r, {«, r, + (r«) (*,)}. 
Nun ist aber: 

(rs) (xy) = f x 6- y — s x r y . 

Demuach wird: 

F=±F + l r x \s x r, + r x s 9 - s x r^ 

A 7/ J- - r -V = F 

3 ' a ' y 
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Weitere Beispiele. Es ist für die in y linearen Formen F 

Ebenso erhalten wir für'die in y quadratischen Formen F 

rtf = + 1 Mi (*« + 5 (*»)* 

6 , _ (rs) , + 2^. (rl) , (ty) + ^ -- ; . 

Entwickeln wir endlich noch eine in y biquadratische Form in ihre 
Reihe, etwa so erhalten wir: 



83. Verallgemeinerung der lleihencntwUlrfung. Wir können die eben 
gewonnene Reihenentwicklung noch auf etwas complicirtere Formen 
ausdehnen. Die zunächst liegenden Formen F sind durch das symbo- 
lische Product dargestellt: / 

r 1 s7 /<' = F. 
* i y 

Um die Reihen für diese Form zu erhalten , brauchen wir nur die 
Formel (VIII), pinal nach x zu differentiiren und die Iucremente durch 
y zu ersetzen; dann erhalten wir: 



m O - 1) (m — 2) . . . (#» - q + 1) r--t'6jrt; 

(lll -t)( l(( -Ä+i)...(iii-ft- ff +iK*jf/(^ 1I ^- 



v (T)(i) 



Hierbei rauss p kleiner als (ni — Ä) sein. Nacli Division der lileichung 
mit dem Coefficienten der linken Seite erhält man 

_m) 

Nun ist aber 

/»»\ (m- k) . . . (w — A — p-fl) m(m— 1) . . . (m — p-f- 1) (»* — p) ._. . (tu— p— k-\- 1) 

W* iw(m- 1)... (T/i-i 



p-f 1) m(m— 1) . . . (»n — p + 1) . 1 • 2 . 3 . . . k 
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Setzen wir also m — q = X, so geht (1) über in: 

84. &t cm Product von vier und mehr Factoren. Wahrend also 
für die Reihenentwicklung einer binären Form F mit zwei Reihen Varia- 
bcln die Coeflicienten noch allgemein angegeben werden können, wenu 
F durch drei Factoren repriisentirt wird, ist uns das nicht mehr möglich, 
wenn die Zahl der Factoren die Anzahl drei überschreitet Die figu- 
rirten Zahlen reichen alsdann nicht mehr aus, das CoefHcien tengesetz 
allgemein festzustellen. Die Reihe muss dann für jeden einzelnen Fall 
berechnet werden. Für den Fall von vier Factoren kann man sieb 
etwa in folgender Weise behelfen. Es sei« 

F = i J ri' s" s>' 

x y y x 

und fi der kleinste der Exponenten. Erheben wir die Identität 

r, s x = { r x s„ — (r>) (xy) J 

auf die (i u Potenz, entwickeln rechts nach dem binomischen Lehrsatz 
und multipliciren alsdann mit r^~ , 'f i x ^, so erhalten wir eine Reihe, 
in welcher nur mehr Factoren wie r* s* neben den Potenzen von (xy) k 
und den Polaren der Elementarcovarianten auftreten. Diese beiden 
Factoren der einzelnen (jlieder entwickelt mau nun nach Reihe (VIII) 
und erhält so die allgemeine Darstellung. 

Eine andere Methode ist die folgende. Mau setzt 

Nun entwickelt man JP+f • »SV+" nach Reihe (VI 11), ersetzt in ihr 
hierauf R und S in geeigneter Weise durch r* s" und rc.s° und wendet 

od x x y 9 

sodann auf die erhaltenen neuen (jlieder wiederum die Entwicklung 
(VIII) au. 

85. tiymmebiaehe und altern irvndc Formen. Diese Reihenentwick- 
lungen werden durchgehends einfacher, sobald F eine symmetrische 
oder eine alternirende Form ist, was natürlich von vornherein voraus- 
setzt, dass m = n sei. Im ersten Falle ändert sich nämlich F=r" , s m 

nicht, wenn x mit y } oder was das nämliche ist, wenn r mit s ver- 
tauscht wird. Durch Vertauschung von r mit ar verändern aber alle 
ungeraden Eleineiitarcovarianten, also die Formen: 

J? — (7*)« Ä + i f 

ihr Zeichen. Sie müssen dem nach, da die Function F selbst unverändert 
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bleibt, identisch null sein. Die Reihe reducirt sich sonach auf die 
Hälfte der Glieder. 

Im zweiten Falle verschwinden aus dem gleichen Grunde die ge- ^ 
raden Elementarcovarianten, also die Formen * 

die ja bei Vertauschung von r mit s sich nicht andern, während F 
als alteruirende Function ihr Zeichen ändert. Zu diesen Formen ge- 
hört unter andern die in Nr. 67 aufgestellte Fuudamentalcoiuhinaute 
f(x)<p(y)-<p(x)r(y) = P. 

86. Umkchruny der Iieüw (VIII). Ersetzt man in der Reihe (VIII) 
die Grossen m und n bezw. durch im — v, n — v und uiultiplicirt auf 
beiden Seiten mit (rs)* ■ (xy)*, so kommt: 

Im — v\ /n — v\ 

(rsY , T >s r (x,)' = ^ J+n. (,! - , |ij ('^.H,, (*»Y + ' ■ 

Legt man hier dem v alle möglichen Werte bei von v — 0 bis v = n, 
so erhält mau (n -J- 1) (ileichungen, in deutfti rechts nur die (n -f- 1) Po- 
laren der (« -f- l) Elementarcovarianten (rs)* in linearer Verbindung auf- 
treten. Dabei beginnt mit wachsendem v die Entwicklung rechts mit 
einer immer höhereu Elementarcovariantc, so dass also, wenn man 
diese (» -f- 1) Gleichungen nach der Determiuantenmethode auflöst, 
die Nennerdeterminante den Werth Eins besitzt, da ihr Diagonalglied 
nur Elemente vom Werthe 1 und links derselben nur Elemente vom 
Werthe 0 enthält. Hei Auflösung der Gleichungen nach diesen Po- 
laren tritt also kein Neuner auf, und es wird sich somit der Werth 
einer Polare in der Form darstellen: 

Die Glieder unter dem Summenzeichen rechts gehen, vom Factor (\ ,. (xy)" 
abgesehen, aus F = s* durch den il-Process hervor (vgl. Nr. 20). 

Auch diese Reihenentwicklung ist eindeutig, wie sich durch die 
gleichen Schlüsse ergiebt, womit wir die Eindeutigkeit der Reihe (VIII) 
nachgewiesen haben. Wir dürfen also behufs Coefficientenbestimmung 
wiederum den ii-Process anwenden. Dabei beschränken wir uns indess 
auf den Fall k = 0; der andere ergiebt sich aus diesem, wenn man 
nur für m uud n entsprechend andere Werthe einführt. 

87. Berechnung der Coeff^ntcn. Für k = 0, v = k wird die Re- 
lation (1) 

(„y, = (c q _ y? (h {rs y , r * (xy y . (2 ) 



0 
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Du links eine Polare steht, so liefert der &-Process auf dieser Seite 
Null. Auf der rechten Seite erhalten wir nach Formel (II) Nr. 79 
zwei Summen, von denen wir die eine nach links transponiren. Es ent- 
steht dann, da q = (m — k) und 0 = (** — k), die Beziehung: 



yC\ (m - k) (» - h) (rs) k + l r*»-*- 1 (xy) k 
u 

n 



(X) 



o 

Da das erste Glied der Summe rechts verschwindet, so können wir 
auf dieser Seite k durch k -{- 1 ersetzen und erhalten : 

- ^ Ck (m ~ ® ( " " k) {rs)H l r ' rk " 1 T* - ' 

= 2 c '+> ( * + 1 > (,w + n ~ A) (;,s)i+1 t 1 - 1 ■ 

Hieraus ergiebt sich durch Comparation gleich hoher Potenzen 

- C\ (m - k) (n - k) = Ct+i {k + 1) (m + n — *) . (3) 
Nun folgt aber aus Reihe (2) für = 0, C 0 — 1. Demnach erhalten 
wir aus (2), indem wir der Grösse k alle Werthe von 0 bis k beilegen: 

m • n = 6', (m -f «) 

- t\ (w - 1) (» - 1) = C. (m + h - 1) • 2 

— C, (m - 2) (» — 2) = C 3 (m -f n - 2) • 3 



- G-i (»>* - /i + — * + 1) = a(m + m — Jt + 
Durch Multiplication dieser Gleichuugen mit einander erhält man: 

(- iy-(r)*! £)*!-<*• *!/,!(«• + ••) 

oder /»»\ M 

61 (_1) cn" 

Tragt mau diesen Werth von C k in die Relation (2) ein, so erhält mau: 

('") (") 

W l\ n = ^ { ~ iy (- + «) ^ {xyf ' (XI) 

§ 8. Anwendungen des Prooessos der Reihenentwicklung. 

88. Ztvcck ihr lieihenmtwkklungm. Die Reihenentwicklungen 
dienen in erster Linie dazu, complicirte symbolische Producte in ein- 
fache überzuführen, oder unbekannte Formen durch bekannte darzu- 
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stellen. Sie werden so das wichtigste Hilfsmittel für die symbolische 
Rechnung, insbesondere bei Aufstellung der von einander linear unab- 
hängigen Co- und Invarianten einer Form Grades. Wesentliche 
Vortheile bieten die hier entwickelten Formeln auch, wenn es 
sich darum handelt, lineare Relationen zwischen Ueberschiebungen 
herzustellen. In seinem Programme „Ueber das Forniensystem binarer 
Formen" (Teubner, 1875) hat Gordan aus der Ilauptformel (VIII) noch 
mehrere andere durch Differentiation und einfache Substitutionen ab- 
geleitet, welche ganz allgemein solche Relationen zwischen Ueber- 
schiebungen mit drei Reihen von Symbolen bieten. 

Im Folgenden wollen wir nun in einer Reihe von Anwendungen 
zeigen, inwiefern die Reihenentwicklungen zu einem so wirksamen 
Hilfsmittel der symbolischen Rechnung werden; zahlreiche specielle 
Beispiele werden wir im zweiten und dritten Teile dieses Bandes 
kennen lernen. 

89. Die Uclterschiebnnycn ihr Form f — a x über ihre Hesse sehe 
Covariante z/ = (u &)* 6* . Als erste Anwendung will ich hier die 
Berechnung der vier Ueberschiebungen (/', z//, Je = 4, 3, 2, 1, .so 
weit dies vorteilhaft, mit Reihenentwicklung geben. 

Am einfachsten berechnet sich (/', z/) 4 ; mau bedarf hierbei keiner 
Reihenentwicklung; vielmehr ergiebt sich unmittelbar aus der vierten 
Polare 

5 - iudem wir nach der in Nr. 35 gegebenen Theorie y l durch c t1 y, durch 
— c, ersetzen, der Werth: 

(J, fy^(aby(aey{bc)^j. (1) 

Zur Berechnung von (/*, Jf entwickeln wir ein Glied der dritten 
Polare von J nach der Reihe (IX) Nr. 83. Wir erhalten, da k nur 
die Werthe 0, 1 annehmen kann: 

( l ) H 

~ [W + \ [W«,fcJ(*y). 

Weil aber (abfa x b x identisch null, und (ab)- a s b- J^, so hat man 

(abfb t an y =J yi = J x Jl. (1) 

Ersetzen wir wiederum y x durch c?, y t durch — c x und multipliciren 
mit c x , so kommt: 

'/,'.: (ah? (aey (be) b, r, ~ (J, ff = 0 , (2) 
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weil die linke Seite durch Vertauschung von b mit c nur ihr Zeichen 
ändert. Vertauscht man in (1^ y mit x, so ergiebt sich aus dieser 
dritten Polare von d die erste, und damit durch die gleiche Substitu- 
tion statt der dritten Ueberschiebung (J, f)* die erste: 

(abf (bc) a* x h x <* r = (J, f) = t. (3) 

Sie verschwindet nicht, und liefert somit eine Covariante sechsten 
Grades von /==«*. 

Es erübrigt nur noch die zweite Ueberschiebung von /' Ober 
zu berechnen. Wir könnten zu dem Zwecke wiederum ein Glied der 
zweiten Polare von in eine Reihe entwickeln. Vorteilhafter ist es 
aber, diesen Process für ein Glied der dritten Polare von (/) f) vor- 
zunehmen, nämlich für das Glied (a6)a^6J. Da diese Form (f, /*) 
sowohl, als auch (/', identisch verschwinden, so ist in der durch 
Formel (V1IJ) dictirten Entwicklung 

{ ab) «> _ (,, b) % V-L (*# 

.» \ k ) 

die erste und dritte Elctnentarcovariante null, u\id sie reducirt sich 
demnach auf die für /• = 1 und k = 3 .«sich ergebenden Glieder: 

— t s j ■ Oy) + \ {«i>Y kW?- 



■ i. 



Ersetzen wir hierin y x durch — c,, durch -f- c, und multipliciren mit 
c r , so kommt: 

-(ab) (befall = J (J, f)*+ * • f, 

wenn wir die Invariante (ab)* von /'wie schon früher mit * bezeichnen. 
Vertauscht man links b mit c, nimmt die halbe Summe der so ent- 
stehenden symbolischen Producte und berücksichtigt, dass 

(ab)c x — (ac)b x «= — (bc)a xt 

so kommt endlich 
oder: 

u ff = ; • /■■ o»> 

Wir erhalten somit das Hesultat: 
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Es möge hier bemerkt sein, dass die fünf Formen 

ff *> 4, i, j 

überhaupt die einzigen selbstständigen Covariauten der Form f sind 
(wie wir spater noch beweisen werden), durch welche sich alle andern 
rational und ganz darstellen lassen. 

90. Die aszygetischm Covariauten dritten Grades in den Coefficienten 
von f — al . Wir stellen uns weiter die Aufgabe, alle aszygetischen, 
(J. i. linear von einander unabhängigen Covariauten dritten Grades in 
den Coefficienten einer Form fünfter Ordnung zu berechnen. Sic 
mfis8en jedenfalls durch symbolische Producte von der Form: 

P = (ab)» (lc)* (caY a*. &£. cr> (I) 

reprasentirt werden können, wobei die Exponenten den Gleichungen 

5 = A- r -f* + x 1 =fi + x-f-/l J =x + A + <i 1 
genügen müssen. 

Jedes solche Product P lässt sich aber durch Ueberschicbungen 
von Formen zweiten Grades in den Coefficienten mit solchen ersten 
Grades darstellen, wie aus unsern allgemeinen Betrachtungen Nr. 45 
und Nr. 40 erhellt. Die einzige Form ersten Grades ist aber die 
Originalform f '= a* T selbst, und die Formen zweiten Grades sind die 
aus (/*, f)Q für q =■ 2 und 4 sich ergebenden nicht verschwindenden 
Covarianten: 

Jede Form P muss sich demnach, von P = f s — a'j1>' x r' r abgesehen, 
durch eine Summe von der Gestalt 

wo m if n, noch zu bestimmende Constante sind, darstellen lassen, und 
zu solchen Summen gelangen wir, wenn wir nach bereits früher ge- 
gebenen Methoden das Symbol c in P zunächst durch y ersetzen, und 
nun die so entstehende Form P y in eine lteihe entwickeln. Die Coeffi- 
cienten der Potenzen von (xy) sind dann Polaren von tp oder i. Da 
nun in (1) kein Exponent die Zahl 4 aus bekannten Gründen über- 
schreiten kann, so giebt es eine endliche Zahl von linearen Relationen (II). 
Aus ihnen eliminiren wir so viele Formen dritten Grades P, (f, <jp)t ( , 
(f, i) a y als nur möglich, und gelangen so zu den linear unabhängigen 
Formen dritten Grades in den Coefficienten. 

91. In unserem Falle können wir indess die aszygetischen Formen 
dritten Grades a priori erkennen, so dass die Reihenentwicklungen, 
welche in allgemeineren Fällen zur Bildung der Relationen (II) nüthig 
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werdon, sich hier auf ein Minimum beschränken. Denn da die 
sechs Formen: 

fr f'<P> (f, <f), f-i, (fy i), (f, o 8 
von immer andern und andern Grade 15, 11, 0, 7, ö, 3 in den Va- 
riabein sind, so können zwischen ihnen keine linearen Relationen 
bestehen. Unsere Aufgabe besteht also nur darin, zu zeigen, dass 
in der That keine weiteren Formen von der erwähnten Eigenschaft 
existiren. 

Zum Zwecke dieses Beweises schreiten wir von* den einfachsten 
Froducten P allmälig zu der Berechnung complicirterer vor, indem 
wir den Exponenten ft, x, X der Klammerfactoren von P immer 
grössere und grössere Zahlenwerthe beilegen. Dabei können wir schon 
von vorn herein eine Grenze angeben, über welche hinaus diese 
Grössen ft, x, X nicht wachsen können. Nehmen wir nämlich an — 
was bei der Symmetrie in den Symbolen a, fr, c stets erlaubt ist — 

V = (ab)' 1 (6c)* (cn) 1 a'j c>>> 

sei so geordnet, dass 

ft > x > A, 

dann muss, wenn 

p + x + X > G 

ist, p mindestens den Werth 3 besitzen. Jedes symbolische Product P 
mit dem Factor (obf kann aber (vgl. Nr. 11) stets auf eines mit dem 
Factor (ab)* reducirt werden. Nach unsern allgemeinen Ueberschie- 
bungssätzen liisst sich aber alsdann eine solche Form P dritten Grades 
linear durch Ueberschiebungeu darstellen mit * = (abya x b r , und einer 
Form ersten Grades, also der Form f, d. h. P lässt sich linear durch 
i'fr '•(*» f)> 0> ff ausdrucken, und ist somit keine aszygetische Form 
zu diesen dreien. 

Die Summe fi -f- x -f- X der drei Exponenten kann also im 
günstigsten Falle den Werth G erreichen, und dabei kann p oder x 
oder X den Werth 4 nicht überschreiten. 

1)2. Wir wollen im Folgenden die nach diesen Beschränkungen 
übrig bleibenden Möglichkeiten untersuchen. 

1) Es sei: f* -f- x -f- X = 0, d. h. p = x = X = 0, dann ist: 

P 0 = K r; = p . 

2) Ist p -f x X = 1 , so lässt sich ein hie/.u gehöriges sym- 
bolisches Product. P, immer reduciren (vgl. Nr. 11) auf ein Product 
Pj., für welches 

3) u + x + A = 2 , 
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und zwar (i = 2, x = A = 0 ist. In diesem Falle wird 

4) Wenn -|- x -j- A = 3, so kann entweder 

fi = k = A = 1 

oder f* = 2 , x = 1 , A = 0 

oder ft = 3, x — X — 0. J >:. / - 

Die nach dem letzten der drei Fälle zu bildende Form ist identisch null. 
Die Form des ersten Falles dagegen lässt sich auf die des zweiten 
Falles reduciren, für welchen 

Ersetzt man hjerin nach der allgemein gegebenen Methode c durch y, 
und entwickelt nun P^ 9 in eine Reihe, so kommt: 

' (ab)' al bl b v — [tajy aU^ + Const. X [(« b) 2 a\ b\\ (xij) • 

Die zweite Elementarcovariante rechts ist identisch Null, die erste ist 
9; also wird, wenn man wieder y durch c ersetzt: 

5) Ist ferner: p + x + A — 4, so ist entweder 

> 2 , oder ja = 2 , x = A = 1 
H = 2, x = 2. 

Im ersten Falle ist entweder P direct gleich f ■ i, wenn u = 4, 
* = A = 0 oder, wenn ft == 3 , £• = 1 , A = 0: 

P 4 «»(«&) a (<w) 

Vertauscht man a mit 7> und nimmt die halbe Summe, so kommt: 

Im zweiten Falle ist: 
J :;-->,.^ P, = (a?,) 2 (« C )(^)a]/>]rjl 

= l al bl cl (ab) (ac) (he) { r, («6) + a, (M 4- K (ra) } = 0 . 
Im dritten Falle ist 

P 6 =, (ab)' (aey a, V cl . 

Um diese Form durch Ueberschiebungen auszudrücken, entwickeln wir 
(ac)a^a x Cr in eine Reihe und erhalten: 

(ac) fl^ = [(ac) a* e*\ t + r, [(ae) J cj j y , (t/x) + c, K«c) 3 a; (yjr)' 



9<> Krater Theil. 

Hierin verschwindet der erste und dritte Terni rechts identisch. Er- 
setzen wir also in dieser Reihe y durch b, so kommt 

(aby (ac) a x b\ c x — c, (<p, f)- -f- % • i • f. 

Die linke Seite ist P 4 = der erste Term rechts ist aber bis 

auf einen Zahlenfactor P 6 = (aby (ac)" 1 a x b x c z . Denn die Polare 

[(ac) 2 a x c x ] tf = <p y , = ^ J 2 (ac) 1 ci a., a 2 + 3 (ac) 5 «5 cj a y c ff 

geht durch die Substitution y x = b i} J/ s = — />j in die Ueberschie- 
bung über: 

(9, ff = 5 ! 2 (ocy c, a x (aby b x + 3 (ac) 2 a 2 c 2 („&) (cft) } 
= J (27V. + 3P r ,j > oder weil 7^ = 0,* 

o > . • 

Demnach ist: 

^ = «*■*••/■, 

wo p und £ numerische Coefficienten. Zwischen den beiden Ueber- 
schiebungen (/^, 9))* und t • /" besteht also eine lineare Relation. 
G) Nehmen wir ferner an: 

so ist entweder: 

/t = . r i, x = 0 , A — 0 , also 7' 7 = (aZ») r * c; = 0 

oder ft = 4,x=l,A=0, also 7' 8 = (afc)' (ac)& x cj = («, /*) 

oder fi = 3,x— 1,A— 1, also 7'., = (a&) ' (ac) (&c) a x & x ^ = 0 , 

da P y durch Vertauschung von a mit /> sein Zeichen ändert, 

oder p:=3, x = 2 , A = 0 , also P 10 = (afc) a (ac) 2 fc 2 . 

Dieses Product geht, wenn man b mit c vertauscht und die halbe 
Summe nimmt, in das Product 

P n ={al>y (acy K b<)blc\a, 

über, welches dem Werthsystem p — 2, x = 2, A = 1 entspricht. 
Die Form 7*,, verschwindet aber identisch, da sie nur ihr Zeichen 
ändert, bei Vertauschung von b mit r. 
7) Ist endlich: 

/t + x-f 

so sind die einzig möglichen Fälle: 

, t = 4,x=l,A = l, also P J2 = (ab)* (ac) (br) c x = (>, /)* 

^i = 3, x = 2, A = 1 , also 7' 13 = (a&) 5 (ac) 2 <7>r) r; 

,i = 2 , x = 2 , A = 2 , also P, , — (a?>) 2 (ac) 2 (fcc)* a. r />, c T . 
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Die beiden Formen P 13 und P,., führen auf dieselbe Ueberschiebung 
(i, ff wie P 12 . Denn vertauscht man in P 13 a mit b und nimmt die 
halbe Summe, so kommt: 

P»- l (<>mac)(bc) cl [ (ae) b-(bc)« x } = \ (aVf[ac)(hr) <* = { (i,f). 

Vertauscht man aber in P l3 /> mit so kommt durch Addition 
Leider Producte: 

= 1 W (ac) s (6c)6,^ ( («&)<?,-(«<>)&,} = y W«A<V, 
oder P H - 2P 13 = (i, / ) = («&)* (/> C ) 2 «, 6, c x . 

Wir sind am Schlüsse angelangt. Die sechs Formen f* t i-f y 
('">/)> {hffj <P'f? (<Ptf) sma " 111 der T na * die einzigen aszygetischen 
Covarianten von /', die in den Coefficieuten vom dritten Grade sind. 

93. Ileciprocitütsgcsetz von Hermitc. Es ist nun sehr bemerkens- 
werth, das jedem aszygetischen System von Covarianten P, einer 
Form f stets ein gleichfalls aszygetisches System von Covarianten 
Qi einer andern gewissen Form <p entspricht, und zwar ist das Ent- 
sprechen nach Hermite durch folgendes Gesetz definirt: 

„Besitzt die Form n Un Grades f= a" x eine Covariante P, vom 
Grade wt in den Coefficienten, so besitzt die Form m ien Grades 
(p=*A" x l eine entsprechende Covariaute Qi vom Grade n in 
den Coefficieuten und beide Covarianten sind von gleichem 
Grade A in x. 

So entsprechen den vorhin ermittelten sechs aszygetischen Formen 
P, dritten Grades in den Coefficieuten 

f\f<P> (f> 9),f-i. (f, 0, (/", *7 , 
der Form f=a x ebenfalls sechs aszygetische Formen Q t fünften Grades 
in den Coefficienten : 

<p\ <p*- 4, <p 2 - <p - 4*, Q 4, <p li 

der Form q> = A x , wobei, wie wir früher gesehen haben (vgl. Nr. 37) 

A =«= (AB) % A x B xt Q = (AA)AIA X , JR = (J, A)\ 

Der Beweis dieses Rcciprocitütsgesetzes kann auf folgende Weise 
geführt werden. 

Es sei JP_ eine Covariante vom Grade m in den Coefficienten von 
f = a* = b* = etc. und vom Grade X in den Variabein x. Es sei 

* XX , . . 

ferner £ = A™ eine Form fi»"™ Grades in x, welche die m Wurzeln 

«<*> 

a fi) = (i) besitzen möge, und demgemiiss sich auch in der Gestalt 
°s 

schreiben lasst (von einem constanten Factor abgesehen) : 

Uord au, Invarianten. II. 7 
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oder 

t< x,' Ersetzen wir alsdann in dem symbolischen Producte P das Symbol a 

durch a*, h durch cr 8 , . . ., m durch «,„, so geht dadurch P zunächst 
in eine simultane Covariante der m linearen Factoren über. 
Nun wird P nicht geändert, wenn wir in ihm irgend welche zwei 
gleichberechtigte Symbole a und b vertauschen. Permutiren wir ent- 
sprechend in Q alle Wurzeln yt, so gehört immer noch jedes Q zur 
nämlichen Form P. Aber die Summe aller dieser p! Formen <J ist 
nun eine symmetrische Function der Wurzeln an und lässt sich dem- 
nach rational in den Coefficienten von <p darstellen. Da anderntheils 
jedes Glied Q gemäss seiner Ableitung Covarianteneigenschaft besass, 
so muss sie auch die Summe besitzen, d. h. 

ist rationale Covariante vou j£ = A* , und zwar vom Gradc_^_in x f 
weil die Zahl der Factoren erster Art bei diesen Operationen un- 
berührt blieb und vom Grade u in den Coefficienten von <p, weil jede 
Wurzel tfi in jedem Q gleich oft und zwar nmal auftritt. (Vergl. 
Salmon, Lineare Transformationen, Art. 57 und 58, Ober Grad und 
Gewicht symmetr. Functionen der Wurzeln.) Es entspricht also in 
der That jeder Form P von f eine Form Q von g>, und insbesondere 
einem aszygetischen System P, wieder ein aszygetisches System Q, ,. 
So entspricht z. B. der Invariante 

j = (ahf(acy-(bcy 

dritten Grades in den Coefficienten der Form / = a* die Invariante 

Ii = ( a , a,) 2 (a, a 3 ) 2 {a t a 3 ) 8 , 

welche vierten Grades in den Coefficienten der Form 

<p = «x z a ix a %x = AI 



ist, deren drei Wurzeln die Werthe «<•> = J l)t « ( V=j^ } , 
besitzen. 



94. Darstellung einer in den Wurzeln von <p «= A™ ausgedrückten 
Covariante durch ein symbolisches Product; Beispiel. Wir haben schon 
in § 1 Nr. 8 darauf hingewiesen, dass jede symmetrische simultane 
Covariante der m linearen Factoren a ix von <p auch eine rationale 
Covariante der Form q> ist, und haben den einfachen Beweis dieser 
Thatsache eben gegeben. Die Reihenentwicklungen für Formen mit 
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mehreren Reihen cogredienter Variablen setzen uns in den Stand, eine 
solche in den Wurzeln dargestellte Covariante direct in ein symbolisches 
Product umzuformen, was man allerdings auch gemäss der Theorie 
der symmetrischen Functionen auf einem Umwege über die unsym- 
bolische Darstellung der Covariante erreichen könnte. Ehe wir die 
Methode allgemein entwickeln, will ich sie an einem Beispiele vor- 
bereiten, und benutze hierzu die bereits vorhin angeführte simultane 
symmetrische Invariante 

der drei linearen Factoren a/ x von 

<p = a lx az x as x = AI = Bl = etc. 

Wir wissen: g> besitzt nur eine Invariante vierten Grades, näm- 
lich die Discrimiuante (vergl. Nr. 37 und 39) 

B, = z/) 2 = (ABy(DCy-(BC)(AD), 

und wir wollen nun zeigen, wie sich successive B in B t überführen 
lässt Zu dem Zwecke setzen wir zunächst: 

«2i«a.r =pl =i> (1) 

und erhalten so eine quadratische Hilfsform, deren Invariante durch 

dargestellt ist. Unter Benutzung dieser Werthe (1) und (2) wird: 

/ <p=plctix = A Xf (3) 

.,-.,« * B=-2( PPi y(« i a. i y(a t «,)\ (4) 

Ueberschieben wir p auch zweimal über «/ T , so kommt: 

/ • : (l>«i) Ä = («1«*) («1«$) - <' ' > ' (ö) 
und demnach lässt sich Gleichung (4) auch schreiben: 

, v , . < - * - - 2(M>i) f (A«i) , (ft«i)*. • (6) 

In diesem Ausdrucke können wir nun suecossive die Symbole A, 
B, etc. der Form <p einführen. Denn überschieben wir Gleichung (3) 
zweimal über a lx , so kommt: 

(A«^«!, - 3(^0,)»^,, (7) 
und wenn wir hierin x durch jp 3 ersetzen: 

/-. • ? - (ft«i)"(«ift) = 3(^ ai )'(^, 3 ); (8) 

also: 

- /v / R = n( m ) 3 (i>3« 1 )(^«,) 2 (^ 3 ). CO 

Damit ist eine erste Keduction von 72 erzielt. Wir wollen nun 
weiter das Symbol j> 3 cliininiren, und bilden dementsprechend die erste 

7* 
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Ueberschiebung von pla ix Ober a lx : , 

2p,(f»« 1 )«i x =3i43(ilo l )«3Äi(Ä« l ). : , W (10) 
Ersetzen wir hierin x durch ^1, so kommt: 

2(A 1 ))(p« l )(Aa l ) = Z(Afiy-(Ba l ) t . ' ; 

un4 demnach: 

oder, weil 4\ = (ABf A X B X , und demnach (^«,)- = (yl /?) J (yl «,)(/?«,), 
so wird: 

* = 9(i.ft)'(<"v) ä - 
Da aber nach dem Identitätssatze: 

{(W,)(^«,)} S = Ki»^ (!»,«/) - (P^)(/«i')} 8 

so wird endlich: r v "' (J - r 

/* = 18(M) s (l>.«i) 2 - 18(j»^)(l»i4(l»«i)(Pi«/). 00 
Für die beiden Terme rechts können wir nun aber zwei Relationen 
aufstellen, mit Hilfe deren wir das gewünschte Ziel erreichen. Der 
erste Term geht nämlich aus pl«/* hervor, wenn wir darin y durch 
J, x durch Pi ersetzen und mit (« iPl ) raultipliciren. Es ist aber 

nach Formel (VIII) Nr. 81, wobei nur x mit y vertauscht ist; und 
da nach Voraussetzung pla x = Bl, so wird, wenn wir die angegebene 
Substitution ausführen : 

lüerin ist der erste Term rechts identisch Null, da nach der 
Theorie der cubischen Formen jedes symbolische Produet mit dem 
Klammerfactor (5J) ä verschwindet. [Vergl. Nr. 03, (5) u. Nr. 145, (1).J 
Demnach wird: 

(pjy (p^f «= ~ (p« t ) (j), «,) (jM) (12) 

und dies ist die erste der gesuchten Relationen. Um noch eine 
zweite zu erhalten, berücksichtigen wir, dass der zweite Term in 
Gleichung (11) aus p 9 {pa x )aix hervorgeht, wenn wir darin y durch 
z/, x durch Pl ersetzen und mit ( Pl <4) raultipliciren. Es ist aber 

nach Formel (VIII) Nr. 81, und weil nach Gleichung (10) die Form 
(pa t )p x tt lx gleich - (Bcc,)Bl ist, so wird nach Ausführung der Sub- 
stitution 



Digitized by Googl 



Piocesae für invariante Bildungen. 101 

- ( Vl J)(p aj)(pJ)( Vi a r )=\ {B« % ){BJ)(ßp x )( Vl d) - \ (p«^ (p^f, 

oder, wenn wir für den zweiten Tenu rechts seinen Werth aus (12) 
substituiren: 

(l"V) (iW (pJ) (Jh (Ba ß ) {BJ) (B Pl ) (p t J). (13) 

Die rechte Seite dieser Iiieichung erhält mau aus der Reihenent- 
wicklung 

wenn man darin x durch B, y durch d ersetzt und mit {Bd) multi- 
plicirt. Berücksichtigt man noch, dass p} x ttf z = C* — <p, so er- . ^ 
giebt sich: 

(ß^)(B Pi ){ Vl J){BJ) - (BCy(BJ)(CJ) - | (l^)^,) (l>, ß). 

Hierbei verschwindet wieder der zweite Term rechts wegen (BJ)*; 
substituirt man den sich so für die linke Seite ergebenden Werth 
{liV) i {Bd){CJ) 1 der nichts anderes ist als (z/, Jf, in (13), so 
kommt als zweite Relation: 

(W) ilh «/) (P^) 0>i ^) v K , (M) ' 

also wegen (12): ./ (. l, - ... < 

(p^(A^y=-|(^,z/)s r r''- V ( 

uml dcrauach wegen (11): 

J* = + £ (^^-(^«^'(«.«^K^) 8 , (15) 

womit unsere Aufgabe erledigt ist. 

95. Allyemeiucr Fall. Schon dieses einfache Beispiel zeigt, dass 
die Aufgabe, eine in symmetrischen Functionen der Wurzeldiflereuzen 
gegebene Covariante direct in ein symbolisches Product umzuformen, 
complicirter Natur ist. Noch ungleich schwieriger gestalten sich die 
Verhältnisse in allgemeineren Fällen, ludess wollen wir doch — 
theoretisch wenigstens — diese Frage erledigen, die auch anderweitig 
von Interesse ist Es sei: 

die gegebene Covariante der Form (n-f l) u " Grades in x 

y = <y • A*+ l — B"+ l =- etc. 

' V-x ix ir rt-f-l,x x z 

Dabei ist jedes Glied (J der Summe rechts ein Product von der Gestalt 
wo jede Wurzel er/ in demselben Grad auftritt. Irgend eines der Glieder 
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Q wollen wir als Repräsentant herausgreifen, an dem die Umformung 
gezeigt werden soll. Die Aufgabe ist alsdann, in Q successive durch 
Einführung von immer mehr und mehr Symbolen A, Ii, C . . . die 
Grössen iryzu verdrängen. Hiezu benutzen wir wie im Beispiel die 
Hilfsform n Ua Grades 

(x f) x p - « 3x a, x a ix • • • cc = tt- = ^ = etc., 

welche sieh von <jp nur um den Factor 04 x unterscheidet. Denken wir ( ^ 

uns nun einen Augenblick in Q = ^ Q die Wurzel a$ durch y er- 
setzt, so ist die entstehende Form jedenfalls Co Variante von p, und 
wir können annehmen, dass wir die Aufgabe, die wir für Formen 
(n+ l) u " Grades lösen wollen, für Formen n Un Grades bereits erledigt 
haben, dass es uns also möglich ist, alle iu symmetrischen Functionen 
der Wurzeln gegebenen Covarianten der Form niedrigeren Grades 
p=*pl durch die Symbole a, b, c • • • von p darzustellen. Ersetzen 

wir alsdann wiederum y durch al, so ist nunmehr Q — Q ausge- 

drückt in und »Symbolen a, b, c, d. h. Q ist dargestellt als simultane 
Covariante der Formen a /Sx und p\ Die eben gemachte Annahme ist 
erlaubt, denn für Formen ersten Grades können wir sie jederzeit so- 
fort realisiren. 

90. Es handelt sich nun darum, vermöge der Identität 

-«;.« lJn ' (l) 

die Symbole o, b, c durch Symbole A zu ersetzen und damit die 
Grösse u v von selbst successive zu eliminiren. Zu dem Zwecke stellen 
wir zunächst nach dem in Nr. 40 gegebenen Satze den Repräsentanten 
Q durch eine Summe von' Ueberschiebungen dar 

Q=^(L,My f (2) 

wobei die Formen L nur a, und das Symbol a enthalten, also die 
Gestalt 

besitzen, während die Formen 3/ irgend welche Covarianten von p 
mit den Symbolen b, c, </,... bedeuten. Besitzt nun L wirklich 
Factoren erster Art « lXf ist also o>0, so ergiebt sich durch k malige 
successive Ueberschicbung von (1) über a lx : 

(h -k+l) (a«,)*a;-* « Ix - (n + 1) (Aa t )' A*-^ , (4) 
oder, wenn wir mit avj 1 multipliciren und mit (3) compariren: 

L = - n t (A cc t Y A x ~^ «p« . 
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Dies ist eine erste Reductionsformel für alle jene Glieder der 
Gleichung (2), welche durch Ueberschiebung von Formen L entstehen, 
die Factorcn erster Art « Jx besitzen. Durch sie wird der Exponent 
von a\ g um 1 vermindert und gleichzeitig das Symbol A an Stelle 
von a eingeführt Besitzt dagegen eine solche Form L keine Factoren 
erster Art a V x, in welchem Falle wir sie einstweilen normirte Formen 
L nennen wollen, so kann für sie die Formel (4) nicht Reductions- 
formel sein; wir werden diese normirten Formen L später reduciren. 
Alle Glieder Cr,- der Summe (2) dagegen, welche durch Formel (4) 
reducirbar waren, können wir nun wieder nach dem schon einmal 
citirten Satze in Nr. 46 darstellen in der Gestalt: 



wobei nun mit Q l wieder simultane Covarianten vom Typus Q be- 
zeichnet sind, deren L jedoch einen Factor ct\ x weniger enthalten und 
i auch niedrigeren Grades in den Coefficienten von p sind. Diese Formen 
Q x reduciren wir alsdann in der gleichen Weise wie die Q und indem 
wir diesen Process immer von Neuem wiederholen, werden dabei in 
die bezeichneten Glieder immer und mehr Symbole A, B } C f ... 
eingeführt, während gleichzeitig ihr Grad sich successive reducirt, ' 
bis schliesslich überhaupt keine Factoren erster Art a tx in den sich , . . 
immer neuerdings ergebenden Formen L auftreten. ? 

97. Die weitere Heduction fällt alsdann zusammen mit der ße- 
duetion jener Glieder in (2), die aus normirten Formen L durch Ueber- 
schiebung gebildet werden können. Für diese ergiebt sich die ße- 
duetion auf folgende Weise. Wir stellen zunächst den Repräsentanten 
Q, wenn in ihm bereits Symbole A, lf t C . . . auftreten sollten, als 
Summe von Ueberschiebungen dar, gebildet von Formen Q lf welche 
nur a y und Symbole o, b, c . . . enthalten, über Covarianten von 
tp = A^ x . In den Formen Q x trennen wir alsdann wieder er,/ und die 
Symbole a, b f c, . . . in zwei Gruppen: eine erste, welche a x und die 
Symbole a und b umfasst, eine zweite für die noch übrigen Symbole 
c, d, c, . . . Dann lässt sich Q x in der Gestalt darstellen: 



■ 



wo nun die Formen N vom Typus 



sind, während die Formen Ii irgend welche Covarianten von p be- 
deuten. Wie wir nun oben eine Reductionsformel für die Formen /, 
gegeben haben, so entwickeln wir jetzt eine solche für N. Die Form N 
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geht uamlich bis auf den Factor ( — l)""^ aus b ai,jb*-t' hervor, wenn 

wir darin y durch a ersetzen uud mit (« a^) k ~ 1 a*~ l ~ ■" inultipliciren. 
Nun ist aber nach (VIII) Nr. 81 .. r o ' ' 

'U ^%»r*«{^,} y ,, +1 + ^ (K)(^)/> r -^. 

Ersetzen wir darin die erste Elcmcntarcovariante durch ihr Symbol 
A n + l nach (1) Nr. 9ö und führen die Substitution aus, so kommt: 

- * H -- * (K) (« «.y- 1 (bay b»-»~> « r *-M-« . 

Das erste Glied rechts besitzt einen Factor (««j) weniger als 
und statt des Symboles Z» das Symbol A, ist also reducirt gegenüber 
der Form N. Nicht aber das zweite Glied rechts, das eher coin- 
plicirter genannt werden uiuss. Indess geht dieses zweite Glied, das 

wir, vom Factor abgesehen, mit N t bezeichnen wollen, aus 

1 o^~' ,+1 a y hervor, wenn wir darin */ durch 6 ersetzen und 
mit Z^ - ' 4 "" 1 multipliciren. Es ist aber nach (V1IJ) Nr. 81 
(«« I )^a;« I ,a»-*-M-i = |( fl y-' ßr H» fli ^ +i 

Ersetzen wir darin die erste Elcmcntarcovariante vermöge der 

Gleichung (4) durch n * (A g,)* -1 ■<4"~* und führen alsdauu die Sub- 

stitution aus, so geht die linke Seite über in N t und das zweite Glied 
rechts iu N. Schaffen wir dieses Glied auf die linke Seite, so kommt: 

( _l /+ i^_!i^^±l Nmm 1 ^l(A« i y->(Aby+*bi->>-*A : -'-><. (1) 

Hiezu hatten wir: 

(_ \y+i N— j\r - (J6)«+> (&«,)*-» ,4p" , (2) 

und diese beiden Gleichungen zusammen liefern in der That eine Re- 
duetion für die Formen N un4 Aj. Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Verfahrens wird hierdurch successive nicht nur die Anzahl der 
Klammerfactoren, welche cc l enthalten, vermindert, sondern auch die 
Anzahl der Symbole a, b, c, . . . 

Diese beiden Ueductionslormeln (1) uud (2) führen so endlich 
neben Gliedern, die bereits völlig in den Symbolen A, B, C, ... dar- 
gestellt sind, auf Glieder, die ausser den Symbolen A, B t C f . . . 
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nur mehr ein Symbol a und einmal die Wurzel <t t - enthalten, die 
also entstanden gedacht werden können durch Ueberschiebung von 
Formen 

L = (a ttl )a*-> (3) 

mit symbolischen Producten in den Symbolen A, Ii, C, . . . Auf sie 
lassen sich Gleichungen (1) und (2) nicht mehr anwenden, da die- 
selben die gleichzeitige Anwesenheit von mindestens zwei Symbolen 
a und b voraussetzen. Allein diese Glieder verschwinden (vergl. auch 
das Beispiel) identisch. Um dies theoretisch einzusehen, denke man 
sich nur auch die übrigen Glieder Q in derselben Weise wie den 
Repräsentanten Q behandelt. Dann scheidet sich schliesslich die 
Covariante 

in zwei Theile, deren erster nur mehr symbolische Producte iu A, B, (J 
enthalt und also für sich symmetrisch in den Wurzeln und deren 
zweiter Theil alle Ueberschiebungen mit den Formen L vom Typus 
(3) enthalt. Da aber Q selbst symmetrisch ist, so rauss dieser Theil 
ebenfalls für sich symmetrisch in den Wurzeln «/ sein, und kann also 
seinen Werth nicht ändern bei Vertausch ungen zweier Wurzeln. Er- 
setzen wir nun in diesem Theile 

^(L,my = 2" ((««,) »:-,mv 

a" durch seinen Wert «,,«„,«,, • • • «V+i,, 30 kommt: 

2(L, M)' =2 (2" (« 3 «,) » 3l « 4t • • • , M)\ 

Die rechte Seite ändert aber ihren Werth, wenn mau mit «, 
vertauscht, d. h. sie kann nur eine verschwindende symmetrische 
Function sein. Wir werden im dritten Bande eine Erweiterung der hier 
gegebenen Entwicklungen auf ternäre Formen kennen lernen. 

98. Uder Covariantcn dritten Grades in dm Cocfficicntcn einer 
Form f = a*. Schon in dem ersten Paragraphen dieser Vorlesungen 
haben wir gezeigt, dass ein symbolisches Product, dessen zumeist 
auftretender Klammerfactor (aby*- 1 ist, sich stets durch eine Summo 
anderer Producte darstellen lässt, die den Factor (ab) 2 '' besitzen. Es 
ist nun aber sehr bemerkenswerth, dass es auch eine Reihe symboli- 
scher Producte mit dem Factor (ab) if ' giebt, welche in eine Summe 
von andern Producten entwickelt werden können, die durchwegs 
mindestens {abf^ als Factor enthalten. Zu diesen gehören unter 
andern alle geraden Ueberschiebungen: 
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wenn q>0, < - ist. Nur in einem besondern Falle, wenn näm- 
lich n = 4(i und g = 2(i ist, wird diese Entwicklung unmöglich. Die 
Ueberschiebung U ist dann eine Invariante j = (ab)-" (ac)-f (bc) s >' . 
Indem wir nun die Möglichkeit der erwähnten Entwicklungen von U 
im allgemeinen Falle darthun, ergiebt sich alsdann der etwas allge- 
meinere Satz: 

„Symbolische Producte mit dem Factor (ab) 2 " (ac)* fl lassen 
sich stets — von etwaigen Gliedern mit dem Factor 

j = (aby."(ac)*"(bc)*'< 

abgesehen — in eine Summe anderer Producte entwickeln, 
welche mindestens den Factor (ab) 2 *'** besitzen." 

Der Beweis lässt sich folgendermassen durch Reihenentwicklung 
führen. Das erste Glied der Ueberschiebung U ist 

Q Q «= (abff' (acf'+v al-^'-f-' b^- 2 f c n - 2 ^^. 

Es entsteht aus dem Polarengliede: (ab)*? a- ■"+<*«»- *f~v h*-*t> durch die 
Substitution ?/i = c s , t/ 3 = — c v ; entwickeln wir aber dasselbe in 
Reihe (VIII), so kommt: 

= (/; rf;: MM , + am*, x (/; + • ■ • , 

oder, weil rechts alle ungeraden Elementarcovarianten verschwinden: 

'tf o — (f> ri%+v + Const - x (/"» (y*)" + • • • 

Jedes Glied rechts, vom ersten abgesehen, enthält den Factor 
(ao) 2 ^ 2 , der auch erhalten bleibt, wenn wir nun y l durch -}- c t und 
y 2 durch — c, ersetzen und mit ^ multipliciren. Mit Rücksicht 

auf den in Nr. 43 erläuterten Modulbegrifi" können wir daher nach 
ausgeführter Substitution diese letzte Gleichung schreiben: 

(ab)*'' (ac) 2 >'+val- 4 >—Q b n ~^ c n ~ 2 >'- 9 

Const. X ((/*, f)*", fyr+v mod (afc)*"+ 2 . 

Ist nun q > 0 , also mindestens gleich 1 , so enthält nach dem in 
Nr. 11 gegebenen Satze auch das Glied links den Factor (rt//) 2 >'+ 2 , und 
wir haben demnach als erstes Resultat: 

((/",/-) 2 '«,/l 2 ^-0mod.(«^+ 2 , p>0. (I) 

Diese Gleichung gilt aber auch noch, wenn q = 0, so lange nur 
n>4ft, etwa n = 4/* + X. Zum Beweise gehen wir alsdann vom 
symbolischen Producte (abf^ «;- 2 "+' («&)-"-' fcy.+*+i 
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aus, und entwickeln dasselbe in Reihe (VIII). Dabei verschwinden 
rechts wiederum alle ungeraden Ueberschiebungeu, während die Elenien- 
tarcovariauten (f, / ; 2 ''+ s * , k > 0, von 0 verschieden sind. Ersetzen 
wir alsdann wiederum y t durch c t) y a durch — c t und multipliciren 
mit c^ -2 " -1 , so kommt: m 

(ab)*"- 1 (ac) 8 /'+ ; + 1 c n-°. f <-i Comt,x((f } ff, ff" mod.(a?>) 2 "+ s , 

oder, weil das Glied links wegen (acy^+\ selbst _ jtnod. (a b)-"+- } so ist: 
i(f, />'"> /)*" 0 mod. (aby><+*, p<^. (II) 

Diese Gleichung gilt auch, wenn n = 4p, also * = 0 ist. Es 
fragt sich jetzt nur noch, besteht auch Gleichung (I) für n = 4p. 
In diesem Falle tritt alsdann kein Factor (ac)-f'+v neben (ab)-' 4 auf, 
und wir können, um dies zu entscheiden, nicht mehr von dem dort 
benutzten Gliede G 0 ausgehen. Wir benutzen vielmehr nun das sym- 
bolische Product: 

P = (abf"- } (acy-"+* (bcy-'b-J'-'-f.'cf- 1 -^ 

welches aus dem Polarengliede G 0 = (ab)'f~ l a->'+ 1 U b-J'+ l ~^ für y x = c t} 
y J = t — Cj hervorgeht Die Reihenentwicklung liefert: 

g„ - (/•, n*^, + co ns t(/-, n a ;„ +( ,(y*) 

+ Cou»t. X (/•, ff ;+^, (yxf + ■■■ 

Hieraus entsteht nach ausgeführter Substitution: 
(u &)*"-' (a c)**+ l (b c> b-j'- l -'s> cl"- 1 -* r - C. {(f, f)-f , f)- u +« mod. (a . 

Diese Gleichung besteht, so lange q < 2p — 1 und demnach hat 
man unter dieser Bedingung immer: 

((/', /")*', O 2 """* -° mod. (ab)*'**, n = 4/4. (III) 

Ist aber q = 2 p, so existirt kein symbolisches Product P, in 
diesem Falle ist aber ((/*, /*)*", /")*" die Invariante j, die sich somit 
in kein anderes symbolisches Product umformen lasst. Nehmen wir 
nun diese Invariante aber mit unter die Moduln auf, so können wir 
die drei Gleichungen (I), (II), (III) in eine zusammenfassen: 

U = {(f, />'", fy*+* ~ 0 mod. (aby»+\ j, (IV) 

wobei nun w^>4fi, und g < 2p sein kann. 

Nun besitzt jede Ueberschiebung U ein Glied 

G = (abyf(acyt<' Q, 

wo Q die übrigen symbolischen Factoreu enthält. Anderntheils ist 
nach Nr. 44 jedes Glied von V durch U selbst und Ueberschiebungen 
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von Formen darstellbar, die aus (f, /")*" = (ab)' 1 " a*--f b^f , oder 
/• = c» durch Faltung entstehen. Die Faltung von c« liefert aber 0, 
die von (/', f)^ einen weitern Klammcrfactor («6). Demnach ist: 

G — U = 0 wod. (ab)-t<+* , 
oder, weil U selbst - f 0 mod. (afc) 2ü +*, j, 

G 0 niod. (ab)**** , j. 
Alle symbolischen Producte aber mit dem Factor («&) 2 " (nc)^ kann 
man sich aus G durch Faltung mit anderen Formen entstanden denken. 
Daher können wir schliesslich behaupten: 

(a bf 1 ' (ac)*r mod. (a &) 2 *+ 2 , j, 

wo nun II ein Product von irgend welchen symbolischen Faetoren ist. 
Der Eingangs aufgestellte Satz ist sonach bewiesen. Symbolische 
Producte G dieser Art liefern insbesondere die Ueberschiebungen 
((/>/?", (f, />'")*"; und demnach ist: 

Ui - ((/', /?" , (/', />'")*" 0 mod. («6)*+*, j, 
da wie vorhin so auch hier G — //, 0 mod. (ab)""** ist. 

90. lieber die Cayleyschc respeclive liezout'schc Methode der Discri- 
miiimiknbddung. Die Discriminante einer Form n* 011 Grades ist be- 
kanntlich (vergl. auch Bd. 1 Nr. 173) bis auf einen Zahlenfactor gleich 
der Hesultante der beiden ersten Differeutialquotienten der Form. 
Anstatt aber die Resultante aus diesen beiden Formen (n — l) u " Grades 
direct zu bilden, wie dies Sylvester gethan hat, reducirteu Bezout und 
Cayley die zwei Gleichungen (t* — l) l,u Grades auf (n — 1) Gleichungen 
(n — 2) Um Grades und erniedrigten so wesentlich den Grad der Elinii- 
nationsdeterminantc. (Vergl. Bd. I Nr. 150 — 152.) Wir wollen nun 
auch auf symbolischem Wege diese Keduction vornehmen, um später 
bei der Discriuiinantenbildung von Formen vierten, fünften und sechsten 
Grades davon Gebrauch zu machen. 

Angenommen die gegebene Form f= a" habe die Doppelwurzel 

«, dann verschwindet sowohl /', als auch /, und / 2 für x = a, d. h. 
es ist: 

(««)"=> 0 (1) 

(na)*- 1 a x = U. (2) 
Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt noch die dritte: 

(a«)«^a;=/la 2 . (3) \ " 

f Denn bildet man die Fuiictionaldeterminaiite dieser quadratischen Form 
{acc) n -fa 2 x = c" g mit der linearen Form « x , so kommt: 

^ >, O = ((««)"* «i, «,) = o, 
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d. h. diese Functionaldeterminante verschwindet identisch. Aus dieser 
Identität (ca)e z = 0 ergiebt sich unmittolhar durch Cocfficientenver- 
gleichung: < c > V VS 7 - V 5 _ ^' , ( ^ 

C,\~ : : >, r 0 « s — ^a, =0 und f,a 2 — 0 , 

oder: • • . " 

% «, , . / r . _ «i <•* _ ««* 

und damit die in (3) ausgesprochene Thatsache, dass die quadratische 
Form cl proportional ist dem Quadrat der linearen Form 

Irgend zwei der drei Gleichungen (l), (2), (3) liefern also die 
Bedingungen, dass a eine Doppel wurzel von /* ist; insbesondere gehen 
aus der Identität (2) zwei Gleichungen (n — l) u " Grades in a hervor, 
die wir nunmehr nach dem Vorgange von Cayley und lh*zout auf 
(w — 1) Gleichungen (n — 2) u " Grades reduciren wollen. Zu dem Zwecke 
ersetzen wir in (2) x durch b } a durch y } nmltiplieireii ulsdaun mit 
b*~ x und entwickeln die so entstehende Form in die Reihe (VIII). 
Da in ihr alle ungeraden Ueberschiebungen verschwinden, so kommt: 

(«»)«r *r l = V v>n]^<y*)+ £ri (/*> //,-, (?/*)'+••• 

\ 3 i 

Ersetzen wir hierin wiederum i/ durch «, so verschwindet wogen 
(2) die linke Seite dieser Gleichung. Wir dividiren alsdann dieselbe 
durch « x und ersetzen die erste der rechts auftretenden Ueberschiebungen 
durch ihr erstes Glied, indem wir uns die Ueberschiebung nach diesem 
Glied und niedrigeren Ueberschiebungen entwickelt denken. Die letzteren 
vereinigen wir mit den nämlichen ohnehin bereits auf der rechten 
Seite vorhandenen entsprechenden Ueberschiebungen, wahrend wir das 
erste Glied von ((/*, /*)*, ti*-*) n -- auf die linke Seite schaffen; so er- 
halten wir: 

wo nun c 0 , r lf . . . von den obigen Constautcn verschieden sind. Diese 
letzte Identität repräseutirt aber (n — 1) Gleichungen (n — 2)^" Grades 
in a, und damit ist die gewünschte Reduction bewerkstelligt. Die 
Determinante dieser (» — 1) homogenen Gleichungen für die (n — 1) 
Unbekannten a n ~* , • 1 , . . . a* 7 «, 1 verschwindet identisch, und 
da sie vom Grade 2(n — 1) in den Coefficienten ist, so kann sie von 
der Discriminaute nur um einen numerischen Factor verschieden sein. 
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§ 9. Beweis, dass jede In- und Covariante durch ein symbolisch. os 

Product darstellbar ist. 

100. Fornuilirwig der Aufgabe für eine binäre Form. Dass jedes 
symbolische Product, sobald es nur die Symbole in geeigneter Zahl 
enthält, eine simultane Invariante respective Covariante mehrerer ge- 
gebener Formen darstellt, haben wir bereits in § 1 dieses Bandes er- 
kannt. Dies genügte für die bisherigen Untersuchungen. Die nun 
folgenden Untersuchungen erheischen aber die Existenz des umgekehr- 
ten Satzes: Jede Invariante und Covariante einer Form oder eines 
simultanen Systemes von Formen ist durch ein symbolisches Product 
darstellbar; diesen Satz wollen wir nunmehr auf zwei verschiedenen 
Wegen beweisen und nicht nur für binare Formen, sondern auch für 
Formen mit beliebig vielen Veränderlichen. Dabei können wir uns 
im Beweise auf Invarianten einer einzigen Form beschranken. Denn 
es wird sich einestheils zeigen, dass die Voraussetzung einer simultanen 
Invariante mehrerer Formen den Beweis nur quantitativ und nicht 
qualitativ andern würde, und was anderntheils den entsprechenden Be- 
weis für Covarianten betrifft, so geht derselbe wegen der Cogredienz 
der Symbolreihen a 2 , — a l ' 1 b i} — b x \ etc., mit der Variabeinreihe x lt 
x i (vergl. Nr. 4) unmittelbar aus dein für Invarianten hervor. Ist 
nämlich <2> eine simultane Covariante m Un Grades in x der Formen 
fjtyytyit • • ■» un( l 9 = ö\ x i ~h 9>i x * irgend eine lineare Form, so ist 
die Ueberschiebung (<X>, g m ) m eine Invariante. Lässt sich nun diese In- 
variante durch ein symbolisches Product darstellen, so hat auch die 
Covariante, die ja aus ihr durch die Substitution = — g 3 , x s = g x 
wiederum hervorgeht, das analoge symbolische Product zum Re- 
präsentanten. 

Es sei nun i eine Invariante ft*™ Grades in den Coefficienten der 
Form 

f = «o + (?) «, *r 1 + (;) «, *r s ** + •■■ + «. x * 

= a H x = hl = c* = . . . etc. 
Durch die Transformation 

vom Modul 

geht diese Form f über in die Form 

F - Ä 0 vi + (») A , y»-> y t + («) Ä, tf- <// + • ■ • + Ä m y- 
= + ».»!/*)" = + Mi)" = • • • etc., 
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und wir wissen (vergl. Nr. 3) , dass zwischen den transformirten wirk- 
lichen und symbolischen Coefficienten die analoge Beziehung: 

besteht, wie zwischen den Coefficienten der ursprünglichen Form: 

Besitzt nun die Invariante der ursprünglichen Form f den Ausdruck: 

t = 2 (a), 

so muss gemäss der Definition einer Invariante der aus- den Coefficien- 
ten A von F gebildete Ausdruck 

bis auf eine Potenz des Transformationsmoduls dem ursprünglichen 
gleich sein, d. h. die Bedingung, dass t Invariante, stellt sich dar 
durch die Gleichung 

j=f.jp«< .(l,yp. (i) 

Wir stellen nun die Behauptung auf: „Die so definirte Function 

i- z (J) /. 
ist durch ein symbolisches Product oder eine Summe solcher Producte 
darstellbar." 

101. Umformung der DefinUionsglcicJmng (1) einer Invariante. Zu- 
nächst folgt aus der Identität (I), dass i in den Coefficienten a homogen 
und isobar vom Gewichte q sein muss. (Vergl. Nr. 8.) Führt man 
daher in diese ganze homogene Function i der Coefficienten a die 
symbolischen Coefficienten 

a k = ap* a k = 6p* b k = c*-* <\ . . . 

ein, so setzt sich i aus einer Summe von Gliedern j6 k zusammen, ? t 
deren jedes die Form besitzt: 

* G k = X k • a*- k <z* • fcj-* • • • rp* r£ • t» • • • sp v • ■ • etc. 

llierbei ist A* ein bestimmter Zahlencoefficient Ersetzen wir hierin 
nun a x , b x , r x , t x . etc. durch a$ , , r; t= . . . etc. und ebenso o 2 , 
etc. durch a*, 6 9 , t\, . . . etc., so erhalten wir das ent- 
sprechende Glied 

G t = X. a*- k a k • b*- k b k • • • r»-* r* • tT" i" • • • s? - ' / • • • etc. (1) 

der Invariante J. Es enthält p Factoren, die linear in £ und ebenso 
viele, die linear in rj sind; daher können wir dasselbe kürzer be- 
zeichnen mit _ 
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Die Invariante J selbst ist dann dargestellt durch 

i 

Die Summe rechts ist eine homogene Function mit zwei Reihen 
variabler Parameter (• und rj, und wir können sie stets symbolisch 
durch 

- Ov»y> + fi,mf + • • • + /y^M", »i; 1 + 4 V'^' (^a) 

repriisentiren, wenn wir nur die rechts auftretenden numerischen Grossen 
ft, und Vi in Verbindung mit den sich ergebenden Polynotnialcoefticien- 
tcu so bestimmen, dass ihre jeweiligen Producte mit den in (2) vor- 
handenen numerischen Grossen J. k übereinstimmen. 

Führt man diesen Ausdruck f ür J in die Identität (I) Nr. 100 

ein, so erhält man: 

An der so umgeformten Identität können wir nun in zweierlei 
Weise den gewünschten Beweis erbringen. Einmal indem wir auf die 
linke Seite (11) die Reihenentwicklung anwenden, das andere Mal 
durch Anwendung des Ji-Processos. Der erste Beweis lässt sich nicht 
weiter verallgemeinern, ist aber insofern lehrreicher, als er zeigt, wie 
sich direct durch die Reihenentwicklung die symbolische Darstellung 
einer Invariante ergiebt. Der zweite Beweis ist dagegen der Er- 
weiterung auf ein Gebiet mit beliebig vielen Variabein fähig. 

102. Erster Beweis. Wir hatten in Nr. 81 für eine Form F mit 
zwei Reihen cogredienter Variabein die Reihenentwicklung 

erhalten. Wenden wir dieselbe auf die linke Seite der Identität (II) 
an, so kommt: 

*- o [ k ) 

Diese Reihe ist eindeutig: wenn wir daher den Werth von «V 
aus (III) in (II) eintragen, so müssen beide Seilen Glied um Glied 
übereinstimmen. Da aber rechts alle q — 1 ersten Glieder ver- 
schwinden, so folgt aus 

direct : 
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\ 9 ) 

oder 

^ (fq)« - t. 

Die Invariante i stellt sich also zunächst als das symbolische 
Product (pqY' dar. Nun ist aber gemäss der Gleichung (2a) Nr. 101: 

1\ —^m^+^m^H h/*,»»^ 

i» s = **,K ,, + *V»* a) H H /V'^ 

</, n'," -f- r 2 -f • • • 4" v, »' i 0 

0* v i "Sf" + ^ wj*> + • • • + v % «J> . 

Ersetzt man daher in die Grössen j> 4 ;> 2 7i r/., durch diese 

ihre Werthe in und m<*>, so geht (/>g) über in ^/t*t'j(w») und 
demnach wird: 

(i»5) p = { ^ ?* M } * • (»**. wa> »j> • • • - , 

wobei p, 4- p s -f p 3 H = p . 

Jedes Product in der »Summe rechts repräsentirt eine p* lieber- 
Schiebung je eines Productes von p linearen Facto ren a. y 61..., 
mit einem Product von p linearen Factorcn a, n b n . . . Eine solche Ueber- 
Schiebung ist aber nach Nr. 38 (I) durch Aggregate von symbolischen 
Producten darstellbar, und damit auch die Form (pq)i' = (p -f" 1) • i. 

Anmerkung. Wir haben diesen Beweis geführt für den Fall, dass 
i eine Invariante vou f allein ist. Man erkennt aber, dass die An- 
nahme, i sei simultane Invariante von /, <p, # etc., die ganze Be- 
weisführung keineswegs ändern kann, da dieselbe lediglich eine Ver- 
mehrung in der Anzahl der Symbole bewirkt, von der der gegebene 
Beweis aber unabhängig ist. Daher ist auch jede simultane Invariante 
dnrch ein symbolisches Product darstellbar. 

103. Zweiter Beweis. Die Form pV qß ist ebenso wie die Deter- 
minante (%tf) eine Form mit zwei Reihen binärer variabler Parameter. 
Wenden wir nun auf die Identität (II) Nr. 101 den Process 

an, so erhalten wir gemäss der in Nr. 79 entwickelten Gleichung (II), 
insofern wir die rechte Seite diflerentiiren: 

p*/Ä(§#-ip(p+ 1) 

Gord au, Invarianten. II. 8 
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und insofern wir die linke Seite dem gleichen Processe unterwerfen: 

Die Identität (II) geht also über in: 

0 + 1)* • (Iri>- 1 * = 9* (pq)pr t <lV- 
Unterwirft man diese neue Identität wiederholt dem gleichen Processe, 
»o kommt: 

(p+ \) 9 -9(9-1)- 1 = 9*- (q- i) 2 ipqYpr'tir* 

(o + l) P (o l)-(>((>- -2).(i,)^.» = ^(p 2) s (/^y) :, 2>r v /,r :i 

und schliesslich nach p maliger Ausführung des Ji-Processes 

9< i = (QV (vqf, 

oder * = p ^. 1 (; , Pr» 

ein Resultat, das mit dem im vorausgehenden Beweise gewonnenen 
übereinstimmt. 

104. Veralh/enwinmtng des zweiten Beweises; vorltcreitendc Unter- 
suchungen. Wie schon erwähnt, lässt sich der zweite Beweis auf ein 
Gebiet von beliebig vielen Variabelu ausdehnen. Es wird genügen, 
denselben auf quinäres Gebiet zu erweitern, da Gedankengang und 
Hechnung, die sich in engster Weise an den ebengeführten Beweis 
für binäre Formen anschliessen, ganz ebenso im allgemeinen Falle 
sich gestalten. Sei also 

/'= a» = {a x x x + a i x i + a s x A + a A x 4 -f a : ,x : .) n = fr =* etc. 

der symbolische Ausdruck einer ganzen homogenen Form mit fünf 
Variabelu, und i = x(a) sei irgend eine Invariante derselben, darge- 
stellt in den unsynibolischeu Coeffieienten a von f. 
Wenden wir auf / die Substitutionen au 



• r r. = £r.*/i "f + + + V/.-, 
so geht die ursprüngliche Function /' über in die Form 

= b; = c = etc. 

Waren demnach in /" die nicht .symbolischen Coeffieienten a dar- 
gestellt durch 
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so ist in der transformirten Form F der entsprechende Cocfticient 
Da ferner der Transformationsmodul durch die fünfreihige Determinante 

5, S, I, 56 



(I U r) = 



m v* % 

. . • 



I *1 * a • •* i 

dargestellt ist, so wird im quinären Gebiete der analytische Ausdruck 
ftlr die Dehnitiou einer Invariante: 

j-idntxryi. (i) 

Dabei ist also t genau dieselbe homogene Function in den Synibol- 
reiheu «,fl 2 . . . a h ; b x h s . . . b b ; . . . etc., welche J in den Symbol- 
reihen a-a n a;aia t \ b:h, t h^hb r \ ... etc. ist. Jedes einzelne Glied G k 
von J ist homogen von der o^'" Dimension jeder der fünf Variabein 
lutlt, und wir können es daher wie früher symbolisch darstellen 
durch ^ 

wo X t ein Zahlencoefficieni 

Daher lässt sich auch die Summe aller dieser Glieder, d. h. die 
Invariante zunächst durch den symbolischen Ausdruck 

/ = pi'q«mSn<j L b! 

wiedergeben. Die Identität (I) kann also auch in der Form ge- 
schrieben werden: 

p* 35 m£ nP fte — • (Iti II t)* . (II) 

105. Der Sl-Proccss für eine Form mit beliebig vielen Variabel». 
Auf die zuletzt erhaltene Identität wenden wir nunmehr den Ü-Process 
an. Derselbe lässt sich, von einem Zahlenfactor abgesehen, für fünf 
Reihen quinärer Variabler symbolisch durch die Determinante 

df dj_ dl d£ cf | 
eix öl* ^» ^So i 



«(0 



df df rf 
( r, Cr t ( t, 



df 



8< 
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darstellen, analog wie wir ihn für Formen mit zwei Reihen binärer 
Variabler durch 

df_ df 



charakterisiren konnten. Dabei ist wie hier ein Determinantenglied 
nicht als Product von fünf ersten Differentialquotienten aufzufassen, 
sondern als ein einziger fünfter partieller Differentialquotient. Es 
fragt sich nuu, in welcher Weise verändert sich die Identität (II), 
wenn wir die beiden Seiten derselben dem so definirten Processe Sl 
unterwerfen. Wir erledigen die Frage schrittweise. Zu dem Zwecke 

unterwerfen wir die Identität (II) zunächst den Operationen a » \ 

d* . 

und TT-,- , indem wir uns alle übrigen Variabein constant denken. 
Aus der linken Seite erhalten wir durch die erste Operation: 

die rechte Seite aber geht, abgesehen vom Factor *, über in 



SPS«* 1 * * • 

also 

Ganz ebenso liefert die Differentiation 

während die gleiche Operation auf der linken Seite ausgeführt, das 
Resultat: 

ergiebt Subtrahirt man nun die vierte von der ersten Gleichung, so 
erhält man: 

ß , ; ) = Q*2>r l 1 m ? **' 0', 7, - <m>*)- ( 5 ) 

Subtrahirt man ebenso die dritte Gleichung von der zweiten, so kommt 

^(^ = ,(,-1)^-,^.;--^.^} (o) 

4- o • ^ \ ( tJ C ' J - ! • 
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Nun sind aber t , a , . ^ — nichts anderes als Minoren erster, 

bezw. zweiter Ordnung von welche zum Elemente jj,-, bezw. 
zum Producte §, gehören, und man weiss aus der Lehre von den 
Determinanten einmal, dass 

pj_ r-J 
dU fnx cU dn t 

und ebenso, dass ^r- • , ' - . 2 — nichts anderes ist als der Minor 

1 cU dU 

n — 2 = Ordnung der zu z/ adjungirten Determinante, dass also 
der Werth dieses Ausdruckes dargestellt ist durch (vgl. Nr. 88, Bd. I) 

f-U c nt 

Trägt man also die so erhaltenen Werthe in (6), so reducirt sich der 
Ausdruck auf: 

Sl(^) - 9 ( f - 1) • ■ + 2 9 ■ ■ ^ , 

oder: 

ä(^;-p(pH- l)-^-«.^"^. (7) 

Durch Comparation der mit / multiplicirten Gleichung (7) mit der 
Gleichung (5) erhält man sonach 

106. Wir untcrsucJicn nun tvciter die Wirkung des Sl -Processen, 
tcenn auch noch die Variable t, mit hereingezogen wird, so dass nur mehr 
r\ und x als constant betrachtet werden. Zu dem Zwecke differentiiren 
wir die Gleichungen (I) von Nr. 105 partiell nach und erhalten auf 
der linken Seite: 

p 3 ■ pt x ?r l m v »x *? f ^ ^ - *i) • m * > - 

auf der rechten Seite dagegen: 

'••»•<» +!)(»- O-^-Vfc' ^,V^ + ••*•(» + ')-^- >{i ^ T£: • (») 

Hieraus entsteht durch cyklische Vertauschung der Zahlen \ , 2, 3 
zunächst aus dem Producte (8) 

p 3 • jpt 1 «T 1 m r 1 *? 0', 9» - w 'i > (10) 

und 

^•^flr^jr'nf^'ö»^, — « 8 p,)m t . (11) 
Im Ausdrucke (9) bleibt bei dieser Vertauschung der zweite Term 
seinem Werte nach unverändert, da r, , ^— , A . — -- 

die nämlichen Uuterdeterminanten inclusive Vorzeichen repräsentiren. 
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In dem ersten Term ersetze ich vor der cyklischen Vertauschung 
das Product 



dJ 



gemäss den Gesetzen über die Minoren adjungirter Determinanten 
(vgl. Bd. I, § 7 Nr. 87 und 88) durch: 

Vi, ' c, h r'ii'dnj'dt,' ( 
woraus durch cyklische Vertauschung die Ausdrücke entstehen: 

t".yL".H\.>4 (i3) 

Addirt man nun die durch cyklische Vertauschung für die linke Seite 
erhalteneu Resultate (8), (10), (11), so erhält man: 

I Pi P* Ps 

^(^,c)=p 3 -^r l ??- ,w, r^^- «, 3a 

m x m t m 3 

Auf der rechten Seite findet sich nach vollzogener Addition einmal 
das dreifache des zwoiten Terms von (9), sodann aber als Factor von 
i • q ■ (p -f" 1) (p — 1) 3 die Determinante 

cJ cJ CJ i 
^5, c£ t 
rJ cJ 

«t. *fe 

welche als Minor zweiter Ordnung der zu ^/ adjuugirteu Determinante 
•den Werth besitzt 



d 3 J 



f ix cr\ % tffc, 

Substituirt man also diesen Werth und setzt die beiden Seiten einander 
gleich, so erhält man endlich: 

« w?*c) = e :! • vr x «r 1 m r' n W • (p<j »•) 

<Si 



oder: 



+ t.p.(o + l).3^ 
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Aus dem Resultate (1) Nr. 105 und dem soeben erhaltenen (II) geht 
nun das Gesetz der Wirkung des Sl - Processes auf eine Form mit be- 
liebig vielen Variabein hinreichend klar hervor. Mau erkennt, daas 
dasselbe, ausgedehnt auf alle fünf Variableu, durch den Ausdruck ge- 
geben ist: 

P 5 ' l*T l tfj"" 1 w * l r' W T' (M mn *) 
= i ■ p (p + 1) (p + 2) (p + 3) (p + 4) (^SATr-'. (III) 

Unterwirft man nun (III) abermals dem Ä-Process, so kommt: 

p 5 • (p — l) 5 • jtr~* </<M» »<r* npUf Ä (pqmnky 

= * p • (p - 1) • (p + 1) • (» • (C + 2) (p + 1) . . . 

Wiederholt man daher den Process pmal, so ergiebt sich endlich die 
Identität: 

oder ganz allgemein für m beliebige Variable 

(p!) ( P9 t/mA . . .> = p! 1: (wj -_ |); - *. (I\) , , 

Dadurch ist der Beweis erbracht, dass die Invariante i einer Function 
von beliebig vielen Variabein sich symbolisch durch ein Product von 
Klammerfactoren oder eine Summe solcher Producte darstellen lasst. 
Der Beweis gilt auch noch, wenn i simultane Invariante mehrerer 
Formen mit beliebig vielen Variabein ist 

§ 10. Partielle Differentialgleichungen für Co- und Invarianten. 

107. Aufstelluwj der Difl'crentiabjleichunyen, denen eine Invariante t « 
einer einzigen Form f = a* genügt. Wir hatten im § l als Delinitions- 
gleichung einer Invariante die Gleichung aufgestellt: 

J^u-ny-i. (I) M : 

Hiebei war p das Gewicht der Form i, und J genau dieselbe ganze 
und homogene Function in den Coefficienten 

der linear transformirten Form F= A*, welche i in den Coefficienten 

a k 

der ursprünglichen Form / = a n x war. Diese Definitionsgleichung (1) ' 
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muss demnach die- Quelle für die zu ermittelnden Differentialgleichungen 
bilden. Ihre rechte Seite giebt auch zugleich den Weg an, den wir 
hiebei einzuschlagen haben. Denn während i von den vier willkür- 
lichen Transformationsparametern g, § 2 rj l ij 9 völlig unabhängig ist, 
ist der andere Factor = (H 1 ?) 9 eine vollständig bekannte Function 
derselben, für welche wir sehr leicht Differentialgleichungen aufstellen 
können. Man hat nämlich, wie man unmittelbar erkennt: 



f J t , rJ t A 

TS + et, = J 

CJ . cj 

,J 5, + l± t = 0 

f J . f J . 

*S + ,s = J 



> • 



(A) 



Und diese vier Gleichungen zeigen uns nun, wie erwähnt, die Rich- 
tung an, nach welcher wir behufs Aufstellung unserer Differential- 
gleichung zu gehen haben. Denn indem wir nun die Detinitions- 
gleichung (1) den durch diese vier Gleichungen definirten Processen 
unterwerfen, erhalten wir unter Benutzung der unter (A) gewonnenen 
Resultate: 

£3 = Q ' J 



cJ t | cJ 

- * + H t 



d.I 

d J y . C J y 



, cJ 
Vx + d £ t Vi 



dJ 



0 



n 



dJ 



= Q - J 



Nun enthält aber J die Grössen § und 17 nur in den festen Verbin- 
dungen: 



.4, = a? _1 a, ; 



« i 



(B) 



und demnach sind in dem Gleichungssystem (1) die Differentiationen 
zunächst nach den Grössen A k auszuführen, so dass dieses System 
auch in der Form geschrieben werden kann: 
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dJ (cA k SA t \ 

cJ /c A t ^ ^ dA k ^ \ ^ 
1 df} t / 

2 n^i' + i^J 



(«) 



Da jedoch, wie in Folge der Beziehungen (B), theils direct der 
Euler "sehe Satz, theils auch ganz einfache Rechnung ergiebt: 

w f - + w, ' «• - ( " ~ *> Jl ' 

*T + W> % = (n ~~ * } 



so nehmen die Gleichungen (II) unmittelbar die Form an: 



2<« 


-k)-A k 


CJ 




— k)'A k +i 


dJ 

cA k 


2 




dJ 
dA k 


2 


lc-Ä k 


dJ 
d~A k 



0 



(II.) 



Sie gelten für jeden Wert von £ undq; also auch für ^ 1 =»/ a = 1, ===== »/ 1 =0. 
Für diese Werte geht aber Ät in a* und demnach «7 in » über, so dass 
endlich die gesuchten Differentialgleichungen in der Form sich ergeben: 



»g« n+ („- 






— pi 


di — . , 
» ^ «i + (» — 




2) |- ^ + • • • 


= 0 


8a, 0 ^ 




3 - * « 2 -f- • • • 
8a 3 


= 0 


i dt i 

SV + 


8 a, 


3 H 

8<*3 


= p/ J 



(III) 
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Dieses System von partiellen Differentialgleichungen , denen jede In- 
variante i einer Form f = a* genügt, gab bereits Cayley im 47. Bd. 
des Crelle'schen Journals. 

Anmerkung. Addirt man in dem Systeme (III) die erste und 
vierte Gleichung, so erhält man: 



Audemtheils ist nach dem Euler'schen Satze, wenn (i der Grad der 
Invariante i in den Coefticienten von f ist, 



Hieraus folgt für das Gewicht q der Invariante i die Beziehung: 



Da q stets eine ganze Zahl ist, so lehrt diese Gleichung überdies, 
dass Formen f ungeraden Grades in x nur Invarianten i geraden Grades 
in den Ooefficienten von f besitzen können. 

108. Bas System der Differentialgleichungen ist ein vollständiges. Be- 
zeichnen wir diese vier Gleichungen (III), indem wir noch in der Gleichung 
(1) und (4) die Grösse pi auf die rechte Seite schaffen, mit A x = 0, 
^ = 0, J 3 = 0, A t = 0, so können wir, wie Clebsch zuerst be- 
merkt hat, zeigen, dass dieses System von Differentialgleichungen ein 
vollständiges ist, d. h. dass die Auwendung der Differentialgleichungen 
auf einander in der Weise, wie sie z. B. durch 



angedeutet sein mag, zu keinen neuen Differentialgleichungen führt, 
sondern nur auf liueare Combinationen der bereits vorhandenen. Es 
wird genügen, dies an einem Beispiele zu zeigen, indem wir i etwa 

als eine Potenz der Discriminante — a,* einer quadratischen Form 
annehmen. Wir haben dann: 




- ci , - ci , dt l <!i 



A x (A t ) - A t (A x ) = 0 



A 



2 - - 



Ci - 




2i 




«i + , A - «t 



Folglich wird 
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0 = A x (,l 3 ) - - A 2 (A t ) - > ' 

0 2.. -«.+—«» " 2,7=-«!+—«» _ „. ... _ 

= 2ä 0 _L^___^l._ . J _L^_.^«L_i _ 2 /f 2 + 5,1 
Ofl 0 da, L ca n t;a x J 

-2a, L ^ J — a,- L ga " ~J 

= 4a n a,— f- 2a n a u — - — I- 2 a. 2 — _ - — |- a. a,, . 

— 4 a.» — ■■ — 2a, i -_ 

1 a«,, ^ da, 

- 4a 0 a, — - 2a 0 a 2 ■ . — 2a,- - a, a, ^ 
i i ~ di , n - 3i 

I Oo, J \da 0 < n x " J 

Man erkennt, dass die ganze rechte Seite sich reducirt auf 

0 — - 2* A + 2^1, — 2 A. • (1 - «), 
d. h. dio Differentialgleichung A x (A„) — (^4,) = 0 ist dieselbe, wie 

4, = 0. 

Den allgemeinen Beweis hat Clebsch in seinen „Binären Formen" 
Seite 310 gegeben. 

Anmerkung. Zu den vier Differentialgleichungen treten nur dann 
neue hinzu, wenn es sich darum handelt, specielle Invarianten zu 
charakterisiren. So hat Brioschi noch specielle Differentialgleichungen 
aufgestellt, um Discriminanten und Resultanten zu charakterisiren. 
(Vgl. auch die Untersuchungen Nöther's in Fau di Bruno, übersetzt 
von Walter, Seite 275.) 

101). Differentialgleichungen für simultane Invarianten und Co- 
Varianten. Es hat nun keine Schwierigkeit, ein System von Differen- 
tialgleichungen für simultane Invarianten i direct anzuschreiben. Ist 
nämlich * simultane Invariante der s Formen 

fit t^t fit • • • /» 

von den Graden m, , n?, » 8 , ... n t in x, welche bezw. die Coefficienten 
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\ 1 r 



«<•>, ap> ay f . 

besitzen , so geht aus der ganzen Ableitung dieser Differential- 
gleichungen direct hervor, dass sie für diesen Fall die Gestalt an- 
nehmen müssen: 

Ü(-äf/> + ( " - 1) £<» + ( " - 2) ä •••)-•••• 




2 -JI7> <••''' + 

2 •,:>«"-'• 



).o 

)-0 



(IV) 



Da man nun an Stelle jeder Covariante*) eine Invariante einführen 
kann, bei deren Bildung das simultane System um ebensoviel lineare 
Formen vermehrt ist, als Reihen von Veränderlichen in der Covariante 
existiren, so genügt jede Covariante ebenfalls einem simultanen 
Systeme (IV) von Differentialgleichungen. Will man in ihnen die 
Glieder absondern, welche die Differentialquotienten nach den Ver- 
änderlichen enthalten, so denke man sich einen Augenblick die 
Coefficienten 2<° der linearen Formen an Stelle der Variabein ein- 
geführt. Dann treten links den vier Gleichungen entsprechend die 
Summen auf: 



£ r/, ' £ 1 <>\ ' Zi 1 dl t ' Zi 2 < h 
oder, wenn wir nun wieder l x durch z it und ^ durch — x x ersetzen: 



di 



2* 



di 



Z, 1 dx % » 



oder endlich, wenn * vom Grade ZV, in den verschiedenen Variabein- 
reihen ist, gemäss dem Euler'schen Satze: 



- 2*' - '2" ~ 2 x * r A 



*) Vgl. aucb Clcbscb, „Uinaro Forraon", S. 315 uod dicso Vörie«. Nr. 100. 
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Das System (IV) der Differentialgleichungen nimmt also, wenn man 
dort noch o -f- £v durch o ersetzt, für Covarianten auch die For- 
men an: 




Ist nun i von den Graden fij, ^ . . . ft„ in den Coefficienten der 
Formen /j, f s ••• /*„ so erhält man durch Addition der ersten und 
letzten Gleichung nach Anwendung des Euler'schen Satzes: 

Ist insbesondere s = 1 , also i Covariante einer einzigen Form /*= a* 
mit einer Reihe von Variabein, dann besteht wiederum zwischen Ge- 
wicht p, dem Grade v in x, dem Grade p in den Coefficienten die 
Beziehung 

P= 2 0"» — v )' 

Daraus erkennt man, dass Formen ungeraden Grades keine Covarianten 
besitzen, die gleichzeitig ungeraden Grades in den Coefficienten und 
geraden Grades in den Variabein sind, oder umgekehrt 

110. Die DifferentialfjlrirJiutufcn (IV) resp. (V) sind nicJU nur noth- 
wendig, sondern auch hinrcicJuaul zur Definition einer Invariante , resp. 
Covariante. Wir haben bisher gezeigt, dass jede ganze homogene 
Function t, welche der Gleichung 

J=i (|,)c (I) 

genügt, stets ein System von Differentialgleichungen befriedigt Es 
lässt sich nun aber auch umgekehrt der Beweis liefern, dass jede 
Losung i der Differentialgleichungen (IV) eine Invariante ist, d. h. 
dass für sie die Relation (I) besteht, in welcher J aus i durch die 
Vertauschung von a x mit a$, Oj mit a tj etc. hervorgegangen ist. 
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Um diesen Beweis zu erbringen, nehmen wir an: J sei eine ganze 

homogene Function der Coefficienten A k = ap*a* etc., welche dem 

Systeme (IV) genügt, oder also, was dasselbe ist, dem Systeme (I)-«-' /: 
In gleicher Weise sei K eine beliebige zweite Losung dieser Gleich- 
ungen (I). Dann bestehen zunächst die beiden Systeme von 
Gleichungen: 

' cJ . dJ n < K . dK 

(1) ^^ + äfc %=0 (2) bs\^ + H^ = {) 

vJ . dJ T dK , dK „ 

Multipliciren wir das erste mit K, das zweite mit J und .sub- 
trahiren je zwei in gleicher Zeile befindliche Gleichungen von einander, 
so bekommen wir, wenn wir die erhaltenen Differenzen noch mit TT 2 
dividiren: 

„ dJ T dK „<j r dK 

A vr ./ , X -r J 

„dJ . d K , rf J .dK 

_»i>- J d-i, v , A a:" J c* _ 0 

" '-/i n K r l te — u > etc « 

Setzen wir hierin: 

J K >= L . . . (c) 

so kommt: 

f*«, + f{' «,-<>, + (!) 

;,';«.+^ «.-<>, |f„+^, s -o. (2) 

Jedes der beiden Gleichungssysteme (1) und (2) ist homogen in den 
Differentialquotienten; da die Determinante (£?;) nicht verschwindet, so 
haben sie nur die identischen Lösungen (vgl. Bd. I, Nr. 9G und 97) 

dL -0 dL -i) dL -o dL n 

d. h. die Grösse L ist von § und »; unabhängig. Nun ist aber K eine 
beliebige specielle Lösung der Gleichungen (I), also etwa gleich 
von welcher wir wissen, dass sie eine solche ist. Benutzen wir die- 
selbe, so ist wegen (c) 
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Setzen wir hier, da 6 t 6* % beliebig sind, £, = 1, ^ a = 1, ^ = 0, 
?? Ä = 0, so geht über in a v , a n in a ti J in 1, und J in so dass 
wir erhalten 

L = i , 

d. h. jede Losung der Differentialgleichung (IV) genügt der Relation 

so dass dieselben in der That nur Invarianten definiren. 

111. Begriff der Evectante. Wir können die Differentialgleichungen 
für Invarianten auch direct aufstellen, ohne dabei von der Transfor- 
mation Gebrauch zu machen. Zu dem Zwecke führen wir aber zunächst 
einen neuen Begriff ein, nämlich den der Evectante. 

Wir haben schon mehrfach von dem Satze Gebrauch gemacht, 
dass man in einem symbolischen Producte jederzeit a x durch x t und 
(t s durch — Xy ersetzen darf, wodurch die Invarianteneigenschaft des- 
selben nicht aufgehoben wird. Nun ist nach dem Euler'schen Satze 

ci — , ci — . ci . , di -~ . . 

(i t = — a 0 -f — - a x -f a, -f- • - + a H - , 
Ca 0 ca, tfa, ca n 

Ersetzt man jeden zweiten Factor ff* der Summe rechts durch sein 
Symbol aj' ; «J _! « 0 , a n ~ s a*, und in diesen Symbolen wieder a t durch 

x if a, durch — x lt so erhält man als Resultat dieser Substitutionen 

die Covariante 

Ct _ , f'l , _ o o < ! I 



oder /> = V ( - 1 )* • x$- k ■ x\ 



di 



■ 



Man nennt diese Covariante Evectante von i, imd zwar die erste 
, Evectante, insofern t nur einmal nach den Coefhcienten a k differen- 
tiirt wurde. 

Die r to Evectante entsteht alsdann durch r- malige Wiederholung 
des angegebenen Processcs. 

112. Beispiel: Die Discriminante der quadratischen Form ar ist 

(a6) 2 = 2(ä 0 ä 2 - fl V) = ^ 
also ist nach dem Euler'schen Satze: 

rt . r d i — . d i — , d i — ~| f ci * , ci . ci J\ 

und somit, wenn man rechts a, durch durch — ersetzt: 

£ - 2 + 2«,*,*, + % xf) = 2a* = 2V, , 
d. h. die erste Evectante der Discriminante ist die Form selbst 
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2) Die Discriminante der cubischen Form ist 

i=(aby(cd)%ad)(ch) = [rt 0 v# 3 * + 4a 0 a/- 6a 0 a, a,a 3 -f 4 rt, 3 a 3 - Sa^a, 2 ] 2; 
folglich ist 

demnach 

/>2=[(2fl 0 a s a + 4a 2 3 — Gfl,a s 03)a: 2 3 -f- (Ga^Oj — 12a,*«., -f G^a^^xJ x l 

-j-(12a 0 a s 8 — Ga^i, « s — (ya l *a t )x a x l % -*-{2a 0 t a i — 6a ft «,a 2 -|-4fl 1 8 )a' l s ]2 
= 4(a6) 8 (cfc)cia x . /" 

Diese Evectante ist aber nichts anderes als die Covariante dritten 
Grades von /" «= a%, welche auch als Functionaldeterminante von f mit 
der nesse'schen Form von f sich ergiebt. (Vgl. Nr. 37.) 

113. SymboluirJic Darstellung des Ikectantenproccsses. Betrachten 
wir die beiden gegebenen Beispiele näher, so sieht man: durch den 
Evectantenprocess wurde aus (a b) 2 die ursprüngliche Form f — » 2aJ= 2bl . 
Dieselbe entsteht auch direct aus (ab)*, indem mau einmal die Symbol- 
reihe a a , a, durch x i} — x if und dann aber auch die Symbolreihe fi, 
durch x if — x 2 ersetzt. Die erste Operation giebt ein Glied g lt die 
zweite ein Glied g t , und es ist 

/ = r/, +g s = bl + a] = 2a> = 2&j. 

Ebenso erhält man im zweiten Falle durch successive Vertäu schung 
der vier Symbole o, 6, <*, mit den Variabein x x und — x 2 vier 
Glieder g l g 1 9^9\) UQ d zwar, da alle vier Symbole vollständig symme- 
trisch auftreten, so ist: 

9i + 9* + <J* + #4 — 4.7, = 4& = 4,73 = 4// 4 , 

also ist 

£ - 4 (afe) 2 (cfc) cj a x . 

Wir .schliessen: „Die erste Evectante entsteht aus der Invariante y?** 
Grades, indem wir aus ihr p Glieder g x # s ...g^ dadurch bilden, dass 
wir immer je eine Symbolreihe durch die Variabeinreihe der x er- 
setzen, und dann die Summe aller Glieder nehmen." (Vgl. auch die 
Wirkung des Aronhold'schen Processes an einem symbolischen Pro- 
ducte, Nr. 60.) 

114. Umformung der IH/ferentialglcicIiuugcn für Invarianten. Wir 
können nun die Differentialgleichungen (III) Nr. 107 für Invarianten 
auch in kürzerer Form schreiben. Vergleicht mau in der Identität 
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die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x, so erhält man: 

- £■ (- o'. 

Traden wir diese Werthe der Differentialquotienten in die Gleichungen 
(III) Nr. 107 ein, so kommt: 

Q i =2* (« - *) (?) (- l ? a r k «Mir* 
= 2 T w ( w * l ) ( ~ 1)4 a "~' aW/>rt ' etc - 

oder: 

pi = -na^Qm)- 1 
0= n^p, (/)«)— 1 
0= no^pa)— 1 
+ n« ä j>, (jm)— 1 
Dieses System (VI) lässt sich noch kürzer in die beiden folgenden 
Gleichungen zusammenfassen: 

T = = (l»«)" } • ' (VII) 

0 — l p x aJ 

Die erste derselben ergiebt sich direct durch Addition der ersten 
und vierten Gleichung des Systemes (VI). Sie lehrt: 

„Die n* üeberschiebung der ursprünglichen Form f '=• <T mit 
der ersten Evectante einer ihrer Invarianten i liefert wiederum 
die Invariante i. u 

Die zweite der Gleichungen (VII) erhalten wir, wenn wir die vier 
Gleichungen (VI) der Keihe nach mit — x^, xf, x/, x x x t multi- 
pliciren und addiren. Sie lehrt: 

„Die (n— 1)** Üeberschiebung der ursprünglichen Form f=a* 
mit der ersten Evectante einer ihrer Invarianten ist identisch null." 

115. Evcdantm von Combinanten. Ist i eine Combinante der bei- 
den Formen f — o" , <p = a* , genügt also i der Gleichung 

di-S^-Ut-E^-K-O, (1) 

so liefert die n u ' Üeberschiebung der ersten Evectante von i über eine 
der Grundformen nicht mehr t, wie im vorigen einfachen Falle. Viel- 
mehr hat man nun: 

(!>«)" - (pa)* — 0; (2) 
denn es ist: # (~ ^ ^ > 



als0 II, " <~ ^ (!) 



Oordau, Invarianten- II. 
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■• 

Substituirt man den Werth dieser partiellen Differentialquotienten 
iu (1), so erhalt man: 



1 = 0 



i — n 



Eine solche Combinante ist insbesondere die Resultante der 
beiden Formen f und q>. Für sie können wir die Richtigkeit der 
Gleichung (2) auch noch in anderer Weise zeigen, wodurch zugleich 
auf die Combinanteneigenschaft von Ji ftV ein neues Licht geworfen 
wird. Man weiss nämlich (vergl. auch Bd. I Nr. 164), dass die par- 

tiellen Difierentialquotienten - l'™ den Potenzen der gemeinschaft- 

t 

liehen Wurzel | = — ^ von f und <p proportional sind. Ersetzt man 
also in der Evectante 

c Ii, 

dementsprechend die Grössen , durch c- (— 1)* • so kommt: 
Folglich ist: 

(<p,p)* = c-(<p, £»)" =c<)p(£). 

Da aber q>(x) für die gemeinschaftliche Wurzel # = £ verschwindet, 
so ist qp(j-) «= 0 und damit 

(9, ;>)" — 0. 

Ist nun aber % = r " neben /* = a* und g> « a]| eine dritte Form, 
die gleichfalls für x «= % verschwindet, so ist auch 

Es ist aber: 

(x, ;-)" = ')'(*) =2" ■ " ■ " ' 

k 

Demnach ist auch: 

wobei nun die Incrementc durch die Coefficienten einer völlig fremden 
Form % ersetzt werden, für welche nur die Bedingung besteht, dass 
sie mit /"und <p eine gemeinschaftliche Wurzel % besitzt. Wir werden 
später von diesem Satze Gebrauch machen. 

110. Zweite Methode mir Aufstellung der Differentialgleichungen für 
Invarianten. Das in Nr. 114 erhaltene »System (VII) von Gleichungen 
ist nur eine andere Form des Systemes der Differentialgleichungen 
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(III) Nr. 107 für Invarianten. Indem wir dasselbe dircct aufstellen, 
erhalten wir einen zweiten Beweis, dass alle Invarianten gewissen 
Differentialgleichungen genügen müssen. 

Die Aufgabe ist, die Richtigkeit der beiden Gleichungen nachzu- 
weisen 

(;>,/•)" -(••<}. (A) 

Nun ist die erste Evectante p von i eine Summe symbolischer 
Producte (/, welche entstehen, wenn jede der p Symbolreihen «, resp. 
' . c . . . etc. durch x ersetzt wird. Es ist also: 

i 

Anderntheils entsteht aber die n** Ueberschiebung zweier Formen, 
indem man umgekehrt die Variabein x l x 2 durch Symbolreihen a % , — 
resp. b it — b t etc. ersetzt Heide Operationen hinter einander ausge- 
führt, der* Evcctantcnprocess und der Ueberschiebungsprocess, ändern 
also das ursprüngliche symbolische Product nicht; jedes Glied der 
Summe (2) geht durch die Ueberschiebung wieder in i über, so dass 
man in der That erhält: 

( P ,nr = p. i. 

Was nun die zweite Gleichung betrifft, so gestaltet sich ihr Be- 
weis folgendermassen. Es ist wiederum zunächst 



Jede der ft Ueberschiebungen rechts besitzt n Terme. Denn ist 
L & U\ jenes Glied der Evectante, das entstanden ist, indem man 
für die Symbolreihe a die Variabein x einführte, so entsteht nach den 
besetzen der Ueberschiebung (</,, dadurch, dass man in immer 

aatlern und andern (n — 1) Factoren erster Art von g x umgekehrt x x 
und x 2 durch a s , — a x ersetzt, was bei n Elementen nur auf n Arten 
möglich ist Die Summe rechts enthält also n-/i Terme, wobei n-p 
jedenfalls eine gerade Zahl ist, wie aus Nr. 107, Anmerkung hervor- 
geht Jeder der n*p Terme enthält zwei und nur zwei Factoren 
erster Art, da f sowohl als jedes Glied y k vom Grade n in x ist. 
Man kann einen solchen Term auch erhalten, indem man z. B. in der 
Invariante i in einem Klammerfactor (6a) die Symbolreihe a xt a t durch 
— x i} -f- x x ersetzt und das so entstehende symbolische Product mit 
multiplicirt, so dass also (ha) durch b x a x ersetzt wurde. Es tritt 

9* 
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«aber alsdann bei dieser Bildung der n-p Terrae, die ja völlig sym- 
metrisch erfolgt, jedenfalls auch noch ein zweiter Term neben dem 
eben erwähnten auf, der entsteht, wenn in demselben Klammerfactor 
(ba) von i die Symbolreihe b l} b t durch — x s , ersetzt und das 
so entstehende symbolische Product mit b z multiplicirt wird. Da 
dieser Term aber bis auf das Vorzeichen mit dem vorhin erwähnten 
übereinstimmt, so sieht man, dass je zwei der n-p Terme sich gegen- 
seitig aufheben, d. h. dass 

(p, fr~ l =2 (f ' = °> 

was wir zu beweisen hatten. 

Wir haben somit durch reine Invariantenprocesse die Existenz 
der Gleichungen (A) nachgewiesen, welche das System der Differential- 
gleichungen (III) nach jeder Richtung ersetzen, und da jener Satz iu 
Nr. 108, dass dieses System von Differentialgleichungen ein voll- 
standiges ist, zu seinem Beweise nur Processe der Invariantentheorie 
benutzt, so dürfte es jedenfalls möglich sein, auch ihn durch ein rein 
algebraisches Aequivalent zu ersetzen. 

117. Umformung einer lielatwn F(A,) = 0 in 

^ [ (ab) c, + [hc) a x + (ca) b x } <p, = 0. 

Zum Schlüsse noch eine Anwendung des Evectantenprocesses. Ich 
habe bereits in § 1 an einem Beispiele gezeigt, wie sich eine in 
Coefficienten und Variabein homogene Relation F(A,) — 0 von sym- 
bolischen Producten A { in die Gestalt bringen lässt 

2* { Cx + (J> c ) a * + (cd) 1>* 1 = °- 
Die Möglichkeit dieser Umformung wollen wir nun für eine beliebige 
Relation F(Ai) = 0 nachweisen. Wir betrachten F(A t ) als Covariante 
p 1 *" Grades in den Coefficienten einer Form f = a* = b* = etc. ; 
da sie identisch verschwindet, so verschwinden auch die partiellen 
Differentialquotienten in der nach dem Euler'schen Satze gegebenen 

Da retellung: , p{M _2- {r £»-< 

und demnach auch die erste Evectante dieser Covariante 

Nun erhält man diese Evectante auch, wenn man in F(A,) der 
Reihe nach das Symbol a, b } c etc. durch y ersetzt; es ist also: 

m — a,b, . . . 
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Hiebei ist es gestattet, nachträglich rechts im zweiten, dritten, etc., 
letzten Posten, « mit b, resp. a mit c, etc. zu vertauschen, so dass 
in keinem Gliede mehr das Symbol a auftritt. Wir setzen nun voraus, 
dass sich einfachere Relationen F(A,) — also insbesondere solche, 
welche mindestens ein Symbol a, h, etc. weniger besitzen, oder solche, 
welche durch Spaltung in zwei Factoren, deren einer mindestens ein 
Synibolfactor r z oder (pq) ist, sich auf einfachere Relationen reduciren, 

— stets in die Form ^ \(ab)c x -\- (bc)a x (ca)b x ] <p x = 0 bringen 

lassen. Der Beweis gestaltet sich dann für complicirtere Fälle folgen- 
dermassen. 

I J £ wird sich im allgemeinen in zwei Theile trennen lassen, einen 
Theil M ^=(xij)^? , der also (xy) zum Factor hat, und einen 
Theil 

N= \?c,G i , (1) 

der diesen Factor nicht besitzt. Sollten zufälliger Weise in P" = 0 

... * 
alle Glieder diesen Factor enthalten, so dividire man mit der höchsten 

Potenz von (xy) diese Identität. 

Setzen wir alsdann in l >n — 0 einen Moment y = x, so ver- 
schwindet wegen des Factors (xx) der erste Theil, und demnach auch 
der zweite, d. h. wir habeu 

• N c, & = 0 , (2) 

wenn wir die Glieder G t tür x = y mit 77, bezeichnen. Da aber die 
Glieder i/, um das Symbol a weniger Symbole besitzen als die ur- 
sprünglichen Glieder in F(A t ), so kann man nach Voraussetzung 
schreiben: 

N =2 * i/, < ((Ih ) c * + (* c ) d * + W M = 0 . (3) 

Bilden wir nun wieder die Polare von ^dll if wobei die 

Polare- von Z/, mit ö, bezeichnet sei, dann ist, weil die Glieder G, in 
(1) Glieder dieser Polaren sein müssen [vergl. Nr. 25, (I)]: 

also 

y * =^ Ct (l + u !,) 2 9 ' w } > 

oder, weil^ c, G,- = N, uud^ C G < = [2 Ci U Aj* > mit Benufc z««g 
von Gleichung (1) und (3) 

N - [2 { {d h) c - + {bc)d * + {cd) h - } * i \r + ( * 2** ^ 3) - 
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Addiren wir hiezu: 

so erhulten wir: 

P; = { (db) c x + {bc) d x + (cd) b x } ^ + (*y) ^ li . 

Ersetzen wir endlich hierin y wieder durch a, so geht Pff in 

^ F(A { ) über, wobei die späteren Posten F{A,) aus dem ersten 

durch Vertauschung von a mit 6, resp. c, d, . . . etc. entstehen. Da 
sonach alle diese Posten einander gleich sind und nur w Symbole a, 
b, c . . . m vorhanden sind, so wird: 

Weil nun F{A,) sowohl, als auch^ 1 {{db)c x -\- (bc)d x + {cd)b x \<pi 
identisch verschwinden, so verschwindet auch ^A,^ 1 ', da aber wegen 

des abgesonderten Factors a x diese Relation ^jj? A, #j 4 > «= 0 einen sym- 
bolischen Factor weniger besitzt als die Relation F(Ai)=0, so lässt 
sich nach Voraussetzung auch I, @< 4) in die Form 

^ \{ah)c x + (bc)a x + (ca)b x ) Tpi 

bringen und demnach hat man in der That: 

F(A t ) =^ {(ab)c x + (bc)a x + (ca)b x \ 9l = 0. 
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Die Formen zweiten, dritten and vierten Grades. 

§ 11. Die Form zweiten Grades: System einer und zweier 

simultaner Formen. 

118. Uebcrhlick über die folgenden Untersuchuwjm. Wir haben mit 
deu letzten Paragrapheu die allgemeinen Untersuchungen über lu- 
und Covarianten binärer Formen (so weit sie sich nicht auf Systeni- 
bildung und associirte Formen beziehen) abgeschlossen und wenden 
uns nunmehr den einzelnen Formen zu, indem wir mit der quadrati- 
schen Form beginnen. 

Die ersten Fragen, die wir uns hier stellen, sind die Fragen nach 
dem vollen System einer quadratischen Form, oder zweier simultaner 
Formen. Unter vollem System verstehen wir hier wie später die Ge- 
sammtheit derjenigen Co- und Invarianten, durch welche sich alle 
übrigen rational und ganz darstellen lassen. Dieses volle System auf- 
zufinden, wird immer eine unserer Hauptaufgaben sein. Eine allge- 
meine Methode, das kleinste volle System aufzufinden, existirt nicht. 
Es muss immer erst durch successive Begrenzung der Anzahl gezeigt 
werden, dass wirklich keine der in das System aufgenommenen Formen 
überflüssig ist, d. h. durch die übrigen sich rational und ganz dar- 
stellen lässt Diese Reduction der Formenanzahl stützt sich insbesondere 
auf einen Begriff: den des Reducenten, dessen Definition im Laufe 
dieses Paragraphen festgestellt wird. 

Bei den quadratischen Formen lässt sich das volle System a priori 
augeben. Nachdem wir dies für zwei simultane Formen erledigt und 
die Relationen zwischen diesen Formen aufgestellt haben, werden wir 
in einigen Anwendungen davon Gebrauch machen. Hieran schliessen 
wir die Betrachtungen über das volle System dreier quadratischer 
Formen, und den mannigfachen Relationen die zwischen den Co- und 
Invarianten desselben bestehen. Das System lässt sich dann leicht 
allgemein für eine beliebige Anzahl quadratischer Formen erweitern. 
Nach diesen Untersuchungen über allgemeine Formen zweiten Grades 
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wenden wir uns specielleji zu, insbesondere solchen,, die bei -Auf- 
lösung der Gleichungen vierten und fünften Grades eine wesentliche 
Rolle spielen. 

119. System einer quadratisclicn Form. Es sei die quadratische 
Form 

f = a 0 *i 2 + 20^^ + 
symbolisch dargestellt durch 

f = «; = fc* = c; = etc. 

Die erste Ueberschiebung dieser Form über sich selbst ist 

(f, f) = (ab)a x b x ; 
diese verschwindet aber identisch, da sie durch Vcrtauschung der völlig 
gleichberechtigten Symbole a und b nur das Vorzeichen ändert, wie 
wir bereits auch früher bemerkt haben. Die zweite Ueberschiebung 
liefert die bekannte Discriminante 

D - V, ff - («(-)'• 
Ihre unsymbolische Gestalt ist (vergl. auch Nr. 2) 

Die Ueberschiebung von /' über sich selbst führt somit nur auf 
eine einzige Form, und da dieselbe Invariante ist, so können wir durch 
diesen Process zu keinen weiteren Formen gelangen. Die Frage ist, 
hat überhaupt die Form f noch andere Co- und Invarianten und wenn 
ja, lassen sich dieselben vielleicht als ganze rationale Functionen von 
f und D darstellen. 

Wir können zeigen, dass in der That beide Fragen bejaht werden 
müssen, und bezeichnen deshalb f und T) zusammen als volles System 
der quadratischen Form. 

Das allgemeinste symbolische Product nämlich, das eine Covariante 
von f darstellen kann, ist, weil höhere als erste Potenzen von a, und 
(ab) immer durch /' oder D ersetzt werden können, dargestellt durch 

P = (ab)(ac) . . . (ik) a x b x c x . . . uk x . 

Greifen wir irgend einen Klammerfactor (ab) aus diesem Producte 
heraus, so müssen, soll P wirkliche uud nicht blos symbolische Be- 
deutung haben, noch ausser ihm entweder die Factoren a x b x oder die 
Factoren (ac)(bc) oder (ad)(bc) . . . auftreten. Um diese Fälle in einen 
zusammenzufassen, sagen wir 

Q = (ab)a^ 

muss ein Theil des Productes P sein, wenn (ab) einer seiuer Klammer- 
factoren ist. Aber dieser Theil Q lässt sich auf die bekannten Formen 
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/ oder D zurückführen. Vertauscht man nämlich a und b, so kommt 

Q = _ (ab) b^a,, , 

also 

2Q = (ab)(a i b f , - h s a n ) = (a^ft,), 

oder 

Das Product P hat also die Discriminante D als Factor, und die 
Ursache liegt in dem Auftreten des Klammerfactors (ab). Durch Ab- 
sonderung dieses Factors D wird P auf ein einfacheres Product P, 
zurückgeführt; es ist, wie wir uns in Zukunft ausdrücken werden, 
reducibel auf 1) und P,. In P, treten aber immer nur Klaniuier- 
factoren vom Typus (ab) auf, an deren Stelle wieder die Discriminante 
D eingeführt werden kann. Was übrig bleibt ist eine Constante mal 
eiuer Potenz der Form /'. P ist also reducibel auf D f ' ■ f\ d. h. irgend 
ein symbolisches Product P ist rational durch D und f darstellbar. 

120. Auflösung der quadratisclien Glcidiung. Eine Gleichung ist 
als gelöst zu betrachten, wenn sie in ihre Linearfactoren zerfallt. 
Diese Zerfallung kann man für 

f( x ) = ö * = bl = . . . 

folgendermassen bewerkstelligen. 
Quadrirt man die Identität 

(ab) (xy) = (a x b v — b x a y ) , 

so kommt: 

D (xy)*=*a*b* -f — 2a a b b . 

Es ist aber a x a v = b x b v = f y und demnach wird: 
J)-(xyy=2f(x).f( t ,)-2ft, 

oder 

fix) 'f(y) = r; + D 2 (xy?. 

Hieraus folgt: 

f & = m \ f > + i'üV-Vi ■ \f> - (*») V- "} ■ 

Die rechte Seite dieser Gleichung besteht aus zwei in x linearen 
Factoren, wobei y nur als willkürlicher Parameter fungirt, so dass 
die Losung als eine ganz allgemeine erscheint Wollen wir die specielle 
für die gewöhnliche Gleichung zweiten Grades, so brauchen wir nur 

Vi = 1 , V% — ü 
zu setzen und erhalten alsdann die bekannte Zerfallung: 

= £ { a o x i + «!«■ — y } {«o*i + <>iX s + X,]/— ^ } • (I) 



138 Zweiter Theil. 

121. Darstellung der Biseriminante in den Coefßcienten der 
factoren von f. Bezeichnen wir in (I) die beiden Klammem recht« 

mit p x und q XJ setzen wir also, indem wir — in einen dieser Factoren 
hereinziehen , 

f = p • q, ' f V 

dann ist 

/ t ' 2> - - y (Ptf. - 

Denn D ist als zweite Ueberschiebuug von f über sich selbst 
dargestellt durch (vergl. Nr. 38, I) 

Da aber p und # lineare Formen sind, so sind ihre symbolischen 
Coefßcienten gleich ihren wirklichen, und demnach ist: 

p=p', q = q, 

also 

(pp') = 0 , (qq) =» 0 und (pq) = - (qp) = + (pq). 
Daher wird: 

Das gleiche Resultat erhalt man auch durch folgende Ueberlegung. 
Die Form B = (a6) 8 geht aus f = al hervor, wenn man x durch b, 
d. h. x x durch & v und durch — b t ersetzt. Wenn also 

f = p x q**=a Xi 

dann ist: 

D-(pb)(qb) = (aby. 

Das symbolische Product (bp)(bq) geht aber aus der ersten Polare 

2/ y = 2b x b ¥ = p x q v + q x p v 

hervor, wenn man x durch p, y durch q ersetzt; dies liefert die Beziehung: 

2(bp)(bq) = (qp)(pq)=:-(pqy, 



und somit: 



D--~ (PI)*. 



2 

122. Simultanes System zweier qtuulratiscJier Formen. Das volle 
simultane System zweier quadratischer Formeu 

/ = a], qp = «2 

lässt sich nach den vorausgegangenen Entwicklungen leicht a priori 
augeben. Es besteht einmal aus denjenigen In- und Covarianten, 
welche die einzelnen Formen selbst besitzen, also aus den vier Formen 
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f-al, D t -A„ = (afc)* 

ferner aus jenen, welche durch Ueberschiebung von f über 9 ent- 
stehen, also aus den zwei weitern Formen: 

(f, 9) - *l = * 
(/, g>y = A /9 . 

Da hiebei eine neue Covariante & auttritt, so würden sich hieran 
jene Formen anschliessen, welche durch Ueberschiebung von » über 
sich selbst und über /' und g> sich ergeben, ludess entstehen aus 
diesen Ueberschiebungen keine neuen Formen; vielmehr lässt sich zeigen: 
„Das volle simultane System der beiden quadratischen Formen 
f und <p besteht aus den sechs Formen 
f » 9>> A //f A 9V , A f9 \ 
alle übrigen In- und Covarianten sind ganze und rationale 
Functionen derselben." 

123. Gedankengang im Beweise dieses Satzes. Das allgemeinste 
symbolische Product, das eine neue simultane Covariante von f und 
tp darstellen kann, wird die Symbole 

a, b, c, . . . ; a, ß, y, . . .; # s , . . . 

enthalten, da es aus den Formen /', <p, & durch Ueberschiebung ent- 
standen sein muss. Doch ist von vornherein klar, dass wir nur solche 
Producte zu untersuchen brauchen, in denen die Factoren erster Art, 
wie Oxy a x , O x nur in ersten Potenzen auftreten. Denn im andern 
Falle liessen sich ja sofort die bekannten Covarianten f, <p, O des 
Systemes als Factoren absondern. 

Was die Klammerfactoren betrifft, so können sie, da die Grund- 
formen /", q>, 9 selbst nur vom zweiten Grade sind, nur in ersten oder r . v i4 
zweiten Potenzen auftreten. Die überhaupt denkbaren KJauinierfactorcn 
sind aber folgende sechs: 

{ah), (aß), (««); (ad), («*). (A) 

Wir zeigen nun zuerst: 

„Ein symbolisches Product, das einen solchen F actor quadratisch 
enthält, ist reducibel, d. h. es enthält Factoren, die sich aus 
den ursprünglichen Invarianten A f/ , A ipip , A /v zusammensetzen." 

In zweiter Linie beweisen wir: 

„Ein symbolisches Product, in welchem ein solcher Factor ^ 
Üüfiar.auftritt, ist reducibel, d. h. es enthält Factoren, welche 
rationale ganze Functiouen^der ursprünglichen sechs Co- und 
Invarianten siud." 
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124. Begriff der lteducibilität und des Beduccnten. Ich will hiebei 
zunächst die Begriffe der Reducibilitat und des Redueenten, wie wir 
sie für jetzt, wie für später nothig haben, fest umgrenzen. Ein sym- 
bolisches Product ist in drei Fällen als reducibel anzusehen: Erstens, 
wenn es identisch verschwindet; zweitens, wenn es bereits bekannte 
Formen, die in dem System schon aufgenommen sind, insbesondere 
Invarianten zu Factoren hat, oder gar durch solche Formen voll- 
ständig dargestellt werden kann; drittens, wenn es sich in andere 
symbolische Producte überführen lässt, die bereits als reducibel er- 
kannt wurden, was sich oft dadurch schon ausweist, dass man es auf 
ein Product mit w^igex_ Jnasits . 

vermaß. „(Vergl. auch Nr. 144.) ' \ 

Von den in einem solchen reduciblen Producte auftretenden Klammer- 
factoren sind alsdann insbesondere jene von Bedeutung, krajLjlfir eii 
die Reducibilitat eintritt. Sie erhalten den Namen „Reduce nt" sobald 
Jedes symbolis che Product, welches sie be sitzt ^ reduci bel is ^ Hiezu 
ist nur nothig, dass das ursprüngliche Product P, welches aus ihm 
und seinen Symbolen allein construirt ist, und alle aus P durch 
Faltung entstehenden Producte P, reducible Formen sind. Denn ein 
beliebiges Product II, das den betreffenden Redueenten besitzt, kann 
stets durch Ueberschiebungen dargestellt werden, welche diese reduciblen 
Formen P und P, mit geeigneten andern Formen bilden. (Vergl. 
Nr. 46.) Und diese Ueberschiebungen sind reducibel, wenn P und P, 
es waren. (Vergleiche auch Nr. 144.) 

125. Bctveis, dass alle Producte, wcklie einen der sccJis Factoren (A) 
quadratiscit cntlialten, reducibel sind. Da die Grossen (ab)*, (aß)*, (a«Y 
nicht anderes als die Invarianten A f/ , A^, A /<p des Systemes sind, so 
können wir von vornherein von Producten mit diesen Klammerfactoreu 
absehen. 

Die Grosse (##,)* ist die Discrimiuante A»* der Form &, wir 
können zeigen, dass sie durch die drei Invarianten des Systemes aus- 
drückbar ist. 

Zu dem Zwecke wollen wir diese Discriminaute noch durch andere 
symbolische Producte darstellen, aus dereu Vergleichung alsdann die 
Reducibilitat ersichtlich ist. 

Zunächst ersetzen wir in (&& x y das Symbol 0, durch die ursprüng- 
lichen Symbole a, a, gemäss der Definition 

»J x = (au)a x a t , 
und erhalten so: y \ 

(fr*,)» = („«) (0 a) (0«). (1) 
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Das symbolische Product rechte erhalten wir aber auch, wenn wir 
ein Glied der ersten Polare von &i = (bß)b x ß x in die Reihe (VIII) <' f > 
§ 7 entwickeln. Es ist nämlich: 

* * (bß) b x ß, - { (bß) b r ß z ) v + { (bß)* (xy) , (2) 

oder, indem wir nun x durch y durch a ersetzen und die Symbole 
&l, A /v für (bß)b x ß x , resp. (bß)* einfuhren und mit (aa) multipliciren : 

(bß)(ba)(ßa)(aa) - (&a)(»a)(aa) + | • (aa)* . (3) 

Hierin tritt bereits das symbolische Product der Gleichung (1) 
auf, und da (aa)* = A /9t so handelt es sich nur mehr darum, auch 
die liuke Seite dieser Gleichung (3) auf bekannte Formen zurück- 
zuführen. Es ist aber, wenn wir darin a mit b vertauschen, und die 
halbe Summe der so entstehenden Producte nehmen: 

(bß) ^ba) (ßa) (aa) - [ (ab) (aß) [ (aa)(bß) - (ba) (aß) \ 

oder 

= l (ab)*(aßf = \A fr A <fMft (4) 

wie der Identitütssatz unmittelbar liefert. Demnach erhalten wir aus 
Gleichung (3) und (4) ^/ 

\ [ A ff A w ~ A U\ -(««)(*«) l»«), (5) w 

oder durch Vergleichung mit (1) 

d. h.: „Jedes symbolische Product mit dem Factor (##,) 2 ist reducibel." 

Dies gilt, aber auch für symbolische Producte mit den Factoren 
(ab)* und (a&y. Denn es ist: 

0 = Aj» = (adf =- (ba) (ab) (aa) 
0 — A v <> = (a&y = (a/J)(a «)(«/*) 

wie man unmittelbar erkennt, da die symbolischen Producte rechts 
durch Vertauschung gleichberechtigter Symbole nur ihr Vorzeichen 
andern. Wir haben somit den Satz bewiesen: 

„Alle symbolischen Producte, welche einen der sechs möglichen 
Klammerfactoren quadratisch enthalten, sind reducibel." 

Es erübrigt also nur noch, dieselbe Eigenschaft für symbolische 
Producte nachzuweisen, welche diese Factoren linear besitzen. 

12G. Beweis, dass alle Produck, tvekhe einen der sechs Factoren (A) 
in Nr. 123 linear enthalten, redxunbel 
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Die Factorcn (ab) und(a/3) haben wir bereits in Nr. 1 1 9 als Keducenten 
erkannt; genau dieselbe Eigenschaft besitzt (fl^) aus gleichen Gründen. 
Es bleiben also nur noch Producte mit den linearen Klammerfactoren 
(aa), (a#), (ad) zu uutersuchen. Ein Product, das den Factor (a&) 
oder (ad) besitzt, rauss auch noch die Factoren a$d tl resp. a^d^ ent- 
halten, wobei die Grössen |, 17 für irgend welche andere Symbole 
oder Variable stehen mögen. Wir brauchen also nur zu zeigen, dass 

(ad)atd,, und (ad)a:&q 

reducibel sind. Dies erkennen wir aber auf folgende Weise. Da (a&) 
und (ad) die Klammerfactoren der Functionaldeterminanten (f, &) 
und (tp, d) sind, so sind sie sicher Keducenten, wenn diese Formen 
und die aus ihnen durch Faltung entstehenden reducibel sind. Es 
sind aber (f, d) und (<p, d) Functionaldeterminanten von Functional- 
determinanten, und als solche nach den früher gegebenen allgemeinen 
Theorien stets durch einfachere Formen darstellbar. Tn der That 
Z * liefert Nr. 52, (I) und (II) direct: / ; 

. _4 , (f, l {A /v -f~A /f -<p\ 

t> " 

- v •• ; . b*'.-- 

Die aus (f, d) und (d } tp) durch Faltung entstehenden Formen 
Aj» und A v » siud aber gleichfalls reducibel, da sie verschwinden; 
demnach sind (ad) und (ad) in der That Keducenten. 

Man kann die Keducibilität der Formen (ad)a±d n und (ad)atd ri 
auch in anderer Weise einfach zeigen. Aus den Formeln Nr. 51, (II) 
erhält man nämlich direct: . f j. 

(ad)d n a i = (f ) d) n = i {A/v'ft'fi-A,, -^-g»,} 

— (ad) & n = (», 9)1 = Y { a /<p ' W ■ <P n ~ H , j\ ■ j\ t \ . 

Die symbolischen Producte rechts enthalten neben den bekannten 
drei Invarianten des Systemcs nur mehr ein Symbol n, respcctive a, 
also weniger Symbole wie die Ausdrücke links, wodurch deren 
Keducibilität nachgewiesen ist. 

Es erübrigt noch, die Reducibilität von Producten mit dem Klammer- 
factor (aa), oder, was dasselbe ist, mit dem Theilproduct (na)a:a n 
nachzuweisen. Sie ergiebt sich direct aus Nr. 125, (2), wonach: 

(aa)n, a, t = -fr, + ] A /tf (£17). 
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Die rechte Seite enthält nur reducible Glieder, das zweite wegen 
des Factors A fv , das erste, da wir für jeden Klainmerf'actor mit dem 
Symbol # bereits die Eigenschaft nachgewiesen haben, ein Product, 
dem er angehört, reducibel zu machen. 

Wir sind also damit zu dem Resultate gelangt, dass jedes sym- 
bolische Product, welches irgend einen der sechs möglichen Klammer- 
factoren linear enthält, auf die sechs bekannten Formen reducirt 
werden kann. 

„Demnach sind alle sechs Klammerfactoren 

(ab), (aß), (a«) ; (a&), (ad), 

Reducenten, und es lassen sich alle Co- und Invarianten der 
Formen f und <p ganz und rational durch die Formen 

f, <p, », Af f , A w , A /v 

darstellen. 

127. Zusammenfassung der gewonnenen Itdationen. Ich will nur 
noch tabellarisch auf die wichtigeren Relationen, die bei dieser Unter- 
suchung sich ergeben haben, aufmerksam machen, indem ich sie im 
Folgenden zusammenstelle. Ist f — al , <p = al , & = (aa)a s u s , so 
hat man: 

(1) > 2A»» = AffAtf^ — Afy (Nr. 125) 

(2) A J9 =*0, yV = 0 (Nr. 125) 

(3) 2(*. f) - A /r 9 - A /tf • /• (Nr. 126) 

2(<p, &) ^ A^-f- A /v -<p. 

Hiezn tritt: 

(4) - 20* = Aff<p* - 2A /V f<p + A <(9 r, 

eine Relation (4), welche zwar hier nicht neuerdings abgeleitet wurde, 
die sich aber unmittelbar aus der allgemeineren Nr. 48, (I) ergiebt. 

128. Erste Anicendung. Ist d identisch Null, so sind f und q> 
einander proportional. Wir zeigen zuerst, dass #=0 die hinreichende 
Bedingung ist, damit die Gleichung besteht 

f=Q'<P, 

wo p ein Proportionalitätsfactor. Es ist nämlich 

2# x # y = (aa) [n x a 9 -f a x a 9 \ , 
und weil nach dem Productsatze: 

so folgt durch Multiplication beider Gleichungen 

2(xj/) # x = «i — o-l al. 
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Wenn nun # = 0, dann ist auch #, = 0, also wird in diesem Falle: 

a\a\ = a\al, 

oder 



y 



Die Bedingung & = 0 ist aber nicht nur hinreichend, sondern 
auch nothwendig. Denn wenn 

al = |oJ -T 6 *' 

dann ist 

* - (02, al) - i («], ftj) = 1 («6) „„6, = 0. 

129. Zweite Anwendung. Ist Aa<* identiscli null, so besitem f und 
tp einen gemeinsamen linearen Factor. Diese Bedingung ist noth- 
wendig; denn wenn f und 9p einen gemeinsamen linearen Factor besitzen, 
also etwa 

/ =JP*?* 
q> = Prr* 

ist, dann wird # ein reines Quadrat. Denn man hat nach Nr. 38, (I) 

* s (p*?*, J {(/»j»)?*^-h (p0?*;v + (7 j>)j>,»v + (?»•)/>;}. 

Da aber (pp) = 0 und (;>r)? x -f- ($tp) r * = (ü r )Pxt so wird 

*-j {(grJpS + CsrJpj}, 

oder 

* - i (f) • pi. 

Die Functionaldetorminante ist also das Quadrat des gemeinsamen 
linearen Factors p x und demnach A99 als Discriminante identisch null. 
Die Bedingung A** = 0 ist aber auch hinreichend. Denn wenn 

As» — 0, 

dann ist 

9 = ml, 

wo m x eine lineare Form ist. Die zweite Ueberschiebung von f=al 
über # = ml ist sodann < \ ^ 

4/* = (am)' = «3,. 

Wir wissen aber, dass A f » wie j4 y ,* identisch verschwinden; es 
ist also sowohl 

al = 0 , 

als auch 

«i-o, 
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d. h. die Formen al und «| werden identisch null für x = im, oder 
was das Nämliche ist, sie besitzen einen gemeinschaftlichen linearen 
Factor m*. 

Da also jf*.* — 0 die nothwendige und hinreichende Bedingung 
ist, dass f und <p einen gemeinsamen Factor besitzen, so mnss A99 der 
Resultante li f , 9 beider Formen proportional sein. Die Proportionalituts- 
constante kann nur ein Zahlenfactor sein, da sowohl A99 als auch 
7? />v vom vierten Grade in den Coefficienten beider Formen ist. Man 
findet durch ein beliebiges Beispiel leicht: 

Rf, tp == 2 A 9 9 = ■"■ff — ^// •"y y 

Anmerkung. Die Identität: / ; , ' 

lehrt zugleich, wie man den gemeinschaftlichen Factor ermitteln kaun. 
Denn vergleicht man in der ersten Polare 

die Coefficienten von y x und y 8 , so erhält man: 

2^0, = (qr)p x p t 
2d x » t — (qr)p x p if 

und somit durch Division: 

»z&i Px Vi (1) 

für jeden Werth von x. Die beiden ersten partiellen Differential- 
quotienten von # sind sonach den Coefficienten des gemeinschaftlichen 
linearen Factors von f und <p proportional; dies gilt insbesondere 
beispielsweise für x x — 1, x t = 0, für welchen Fall Gleichung (1) in 

fr 0 :fr, :/> 2 (2) 
Obergeht. Es ist aber nach Nr. 47, (TT) 

"0 a \ a * 

» = | a 0 er, « 2 | = # 0 + 2#,x,:r : , -J- ä\,^ s , 

I x* x x x s x^ 1 
wobei % . 

r 

Durch Substitution dieser Wcrthe in (2) erhalten wir: 

;>* (««,«,) 

130. 7)rt7fc Amcendung. Kanonische Form für eirci simultane 
quadratisch Formen. Wir stellen uns die Aufgabe, zwei solche lineare 
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(I) 



Formen r x und s x zu ermitteln, dass durch dieselbe Transformation / 
und (p gleichzeitig die Gestalt erhalten: 

<p = wl + 

Die erste Untersuchung zur Losung solcher Aufgaben ist immer: 
Wie gestaltet sich das simultane Formensystem, wenn wir f und cp 
bereits in dieser kanonischen Form zu Grunde legen? Es ergiebt sich 
sofort, dass # das Product der beiden linearen Formen r z und s x ist, 
bis auf einen constanten Factor. Denn man erhalt: 

# {fr <p) = (V'2 + Vi , fi t rl + wl) 
= A,^ (rj, rl) + A,fi*(rj, s]) -f- r}) + A s fi 3 (»J, s?) 

— *if**(™)»"*Äx — A*Pi(rs)r,s, 

— (*p)(r«)r x s T . 

Wir lernen daraus: Die Factoren r, und s X7 durch welche sich 
/ und qp gleichzeitig in die kanonische Form (l) bringen lassen, sind 
den linearen Factoren von 9- proportional. Damit also überhaupt 
diese Darstellung möglich ist, muss & wirklich zwei verschiedene 
lineare Factoren besitzen, d. h. f und <p dürfen keinen Factor gemeinsam 
haben. 

Die Einführung dieser beiden linearen Factoren von # ist aber 
auch hinreichend, um f und q> gleichzeitig als Summe zweier Quadrate 
darzustellen. Denn sei 

•fr — r x • s x , 

dann ist nach Nr. 136 (2): 

\,' . A j:t ={as)(ar) = (> 

A f />= (as) (ar) 

■ 

Nun hat man gemäss dem Identitätssatze: 

n,(rs) = r x (as) — s x (ar) 
a x (rs) = r,(as) — s,(nr). 

Also, indem man beide Identitäten quadrirt, und berücksichtigt, 
dass wegen der Relationen (1) die mittleren Glieder rechts verschwinden: 

f'(r*y =rl(asy + *i(flr)' 

<p.(rsy =r r (asY + sl(ar)\ 

wodurch in der That f und q> als Summen zweier Quadrate dar- 
gestellt sind. 

Um die Transformation von / und <p wirklich auszuführen, wird 
man sonach entweder die Form # in ihre Linearfactoren spalten oder 
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(ii) 
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einfacher in folgender Weise verfahren. Man multiplicirt die Gleichungen 
(II) mit 1 resp. A und addiri dieselben; dann erhält man: 

Nun lässt sich X so bestimmen, dass der Coefficient von r] oder 
von sl verschwindet; in diesem Falle geht dann f -\- Xg> gerade in 
das Quadrat der linearen Form s x resp. r x (bis auf einen constanten 
Factor) über. Damit aber f -\- A<p ein reines Quadrat sei, rauss die 
Discriminante: 

(/•+ *<p, /•+ W - (f, fr + 2A(/; g>y + x\ 9 , 9 y 

identisch verschwinden. Dies liefert eine quadratische Gleichung für 
k, nämlich: 

A f/ + 2XA /9 + AM W — 0. 
Sind dann A, und X? die Wurzeln dieser Gleichung, so ist: 

f + A, <p = ml 
f + K<P =»x, 

and somit: 

1 ? 1 

§ 12. Die Form zweiten Grades: System dreier und mehr 

simultaner Formen. 

131. Das simultane System dreier rpuulratiscJirr Formen. Das volle 
System dreier quadratischer Formen f, <p, 4> besteht aus folgenden 
Bildungen. 

1) Die Original formen selbst: 

f — a\=*hl = ... 
qp = a; = . 
* — rl -= s* = . . . ; 

2) ihre sechs zweiten Ueberschiebungen: 

(f> f? - A„ , (<p, <p) s ° ^ 

(f, 9)* = ^/</>> (9>i tr = >4 T tf. 
(/", ^)» — A m 1>f = A w ; 

3) ihre drei Functionaldeterminanten (schiefe Covarianten): 

(?>» 4>) = *i = 

10* 



148 Zweiter Theil. 

4) ihre Combinante (die einzige schiefe Invariante): 

/ ' ' '■ 



a 0 «! a s 



(A) 



(aa){ar)(ar) — : « 0 a, a, 
I r 0 'i r* 

welch letztere wir bereits in § 1 kennen gelernt haben. Ausser diesen 
dreizehn Formen existirt keine, die sich nicht als ganze rationale 
Function derselben darstellen Hesse. 

132. Alle Produck mit quadrati^licn Klammerfactoren sind auf 
diese dreigehn Formen mhtcibel. Irgend ein symbolisches Product nämlich, 
das eine neue Covariante der drei Formen repräsentiren soll, kann nur 
folgende Klammerfactoren 

1) (ab) (aß) (rs) (aa) (ar) (ar) 
(«* 3 ) (a* 8 ) («frj (ad,) (r* t ) (r» t ) 

i»i»x) (*.»>) i 

2) (adO (a*„) (r*,) fo*,) fr*,) (*,*,), 

besitzen und zwar im höchsten Falle in der zweiten Potenz. Was die 
fünfzehn Factoren der ersten Gruppe betrifft, so sahen wir bereits bei 
Aufstellung des simultanen Systeme« zweier quadratischer Formen, 
dass jedes Product, in welchem sie quadratisch oder linear auftreten, 
auf die Formen des Systemes reducibel ist. Unsere Aufgabe ist also 
nur noch nachzuweisen, dass auch die Klauimerfactoren der zweiten 
Gruppe Rediicenten sind. Wir betrachten wiederum zuerst Producte, 
deren Klammerfactoren den Exponenten 2 haben. Die Factoren 

(«#,)*, («».)", <rO s )\ (*,*,)», 
gehören zunächst folgenden Ueberschiebungen an: 

{/,{*,*))*, <*,(*,/))', (*,(/", 9>)) f 0) 

(*>/))% ((9, 9)) a , {{*,f'h (/»)*• (2) 

Es ist aber: 

if f (?>> *)V <= («* , («0 «^) 8 = (««) («') ( ar ) = (*> 

und folglich führen die Ueberschiebungen der Gruppe (1) auf keine 
neue Form, d. h. Producte mit den Factoren (afr,)*, (a^.) 2 , (r& 3 )* 
sind reducibel. 

Was die Ueberschiebungen der Gruppe (2) betrifft, so können 
wir deren Reducibilität auf folgende Art beweisen. Ich will zuerst 
den Weg der directen Rechnung einschlagen. Es ist, wenn f=al, 
tp = al, iff = rl, x = fil irgend vier quadratische Formen darstellen: 
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U = i(f, 9), (*, *))* = (aa) (r,,)^«,, r,«,)* 

— y MM I(*')(«f0 + («**)(«'•)) 

Die Differenz der beiden Glieder rechts ist: 
oder weil: 

(ar)(«fi) - (aft)(ar) — (aa)(rp) 
(Identitätssatz), so erhält man: 

Addiren wir die beiden Gleichungen: 

y 4 ^ — y (öl — öj,) , 

so erhält man: 

U + | 4 4, — (««) (rp) (ar) (aft) , 

oder, wenn wir auf das symbolische Product rechts den Productsatz 
anwenden: 

. u+ a 4^,- 2 144 + 44-44). 

also 

= <(/", v), (*, z)) 8 - i { 4 4 - 4 4 1 • (") 

Für x — f erhält man hieraus 

((/', <p)> (*, /'))* — y (44 — 44) = 4-v 

Man kann das gleiche Resultat rascher durch den Arouhold'schen 
Process erlangen. Führt man nämlich in die Identität 

2 (# 3 , #„) a = 4 4 — 

= («6)>/0*-(««) 8 (W 
durch einmaliges Deltairen statt des Syrnboles « das Symbol r ein, 
so kommt, weil 

*(*,) = *(/, 9) = (/', *) = - ^ 
- 4 (* 3I - 2 («6)» («,f " " 2 (<*«)* , 

oder 

4»i = ~ y M//4* — 4 4> = (&a (HI) 

Analoge lielationen erhält mau für A» t s l und ^1.«», .■», . Folglich 
sind Producte, welche die Factoren (O^)*, (0,1%)-, (#..# 3 ) 8 besitzen, 
auf Formen des Systems reducibel. 
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133. Producte, weldie die Klammerfactoren (A) linear entlialten, 
sind reducibel. Es bleiben also nur mehr Producte zu untersuchen, 
in denen kein Klammerfactor in höherer als in der ersten Potenz auf- 
tritt. Auch hier brauchen wir die Reducibilität nur mehr für Producte 
nachzuweisen, in welchen die letzten sechs Klammerfactoren 

(a*,) («*,) (r*,) (fr,^) 
linear auftreten. Der Beweis gestaltet sich genau wie bei zwei 
simultanen quadratischen Formen. Wir haben nur zu zeigen, dass 
die Producte 

(aO-,)a x ^ ly , . . ., (#!# 2 ) #i x #8|T, • . • 

reducibel sind. Die hiezu nöthigen Formeln gehen direct aus der 
Relation (2) Nr. 125 

(ff 9>)y = (««)"x« y — l A /V (xtj) 

hervor. Ersetzt man hierin nämlich die quadratische Form <p durch 
die quadratische Form #j, so kommt: 

(/", « («^) \ A, 9l (xy) ; (I) 
und substituirt mau hierin noch # x für /', so kommt auch: 

(#„ *,), = (*,*,) 9 tx » iy - l A» t9t (xy) . (II) 
Beide Relationen lehren, dass die Producte 

(a &,)«*#,„ und # 2z fri y 

reducibel sind; denn die Formen A /9t , A» l9l siud reducibel gemäss 
den Entwicklungen in Nr. 132, und die Formen (f, und (d f , #,) 
sind als Functioualdeterminanten von Functionaldeterminanten reducibel, 
und zwar hat man, wie aus der allgemeinen Formel (III) Nr. 53 direct 
hervorgeht: 

(f, *.) - (f, (?> *)) - - l \A /9 * - A fxp <p\ , (Hl) 
und ebenso: 

(*t, *i) = f), *i) - - l \A /9i 1>- A* 9 J\ , 

oder weil: 

A+*> = ('».)* = (<jp, *))» = 0 

und 

so wird: 

(»„ »o-- j\R,„*. (iv) 

Die Relationen (I) und (II) gehen also unter Benutzuug dieser 
Werthe (111) und (IV) über in: 
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(V) 



Somit sind alle Producta, welche irgend einen der vorhandenen 
Klammerfactoren linear enthalten, reducibel. Durch Faltung derselben 
entstehen Producte mit quadratischen Klammerfactoren, die gleich- 
falls auf die Formen des Systemes zurückgeführt werden können. 
Demnach sind alle Klammorfactoren Reducenten und das simultane 
System dreier quadratischer Formen besteht aus keinen weiteren als 
den Eingangs aufgezählten dreizehn Formen. 

134. HeUU-hnen ewisclien den Formen des Systemes. Ich will zunächst 
der Uebersichtlichkeit halber wiederum die sämmtlicheu, bisher ge- 
wonnenen Relationen tabellarisch ordnen, und durch einige neue er- 
ganzen, die sich direct aus den allgemeinen Formeln über Functional- 
deterininanten ergeben. 

1) Relationen zwischen den zweiten Ueberschiebungen. 

a) Af» % = A/» t = 0 
A v », « A V 9, — 0 



ß) 2A 9 ,9,^ 
2A 9t », = 

Y) 2A 9 , 9 ,-= 

2A 9% 9, = 
< 2A9 1 :>, = 



vergl. Nr. 127 (2), 



A^ = 0 

■ Htp,ji == A(p»f, A>i>)i> Ayijj 
R/y ~ Afj Aw — A/, f . 
H/tp =s Afj A t ptp — AJ,p 

A\p\pÄfy ~\- A,/j A.f-y 

A lptp Aj„> -+- A, ( j Ay,,, 



vergl. Nr. 127 (1), 



vergl. Nr. 132 (III). 



A, ptf , -f A /v A /tf , 

2) Relationen zwischen der Com bin ante und den zweiten Ueber- 
schiebungen: 

«) -fy*] = ^/». = 4p», = Ay 9 ,, vergl. Nr. 132 (I), 



ß) 2«?„ = 



Ajj A /tp A f + 



Ayl Aiptp A<p,f 

A\i<( Aa,,p A,ij,). 

Diese Relation ist eine unmittelbare Folge der allgemeinen Re- 
lation (II) Nr. 40. Man erkennt auch, dass die rechten Seiten der 
Relationen ß) und y) in (1) nichts anderes als die Minoren dieser 
Determinante sind. Aus dieser Relation kann man noch zahlreiche 
andere ableiten, wie sie die Lehrsätze über adjungirte Determinanten 
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(vergl. Bd. I Nr. 87, 88) liefern ; ich will hierauf indes« nicht weite/ 
eingehen. I 

3) Relationen zwischen den Covarianten des Systems. 

a) Die Relationen für die Functionaldeterminaoten (f, #,), (tp, »X 
(V, #,), (#,, &k). Sie ergeben sich sofort aus der allgemeiueu Formel 
Nr. 53 (III). Aus ihr erhält man beispielsweise: 

"Kf, *t) -W + Au * 



vergl. auch Nr. 127 (3) 



und ebenso 



vergl. Nr. 133 (IV). 



2(* i> * 1 ) = — 
2(* l ,* 5 ) — — fl m 9 

ß) Darstellung der Functionaldeterminanten durch gerade 
Formen: 

- 2 V — Ap.pV — 2Ay lt ,<ptl> + .4,/,^,^ 

- 2 v - ^// ^ - 2^ /> + r 

- 2 V = A„ <p* - 2A /V ffp + A 99 p 

y) Allgemeine Relation fiir drei quadratische Formen: 

A 9t9> A# t9 , A 9t9i d-j 
A 9l9l A 9 , 9j A 9f9l 
A 9l 9l A,t, 9j A# t9t # s 



Nr. 48 (I) 





A /v 


A t v 


f 


A /te 


Ay tp 


Ay 




A/tf. 


A^ ti> 


A, MJ 




f 


<P 


* 





0 und 



0 



= 0. 



Die beiden letzten Relationen gehen wieder unmittelbar aus der all- 
gemeiueu Formel (III) Nr. 50 hervor. 

135. Weitere lldationcn eurisdten den Formen des Systeme*. Bei 
der eingreifenden Bedeutung der Theorie quadratischer Formen für 
andere Untersuchungen will ich diese Tabelle noch durch eiuige weitere 
Relationen ergänzen, die wir im Folgenden ableiten wollen. Aus den 
Identitäten 

a 0 + 2a, x t x t + a t — /' = 0 

a 0 x t * + 2«, x t x? -{- a s xf — <p = 0 

r 0 x* -f- 2^ x x x t + r* xf — $ = 0 

y> » *,* — 2 yi y,*, x t + f/, 2 V - (ay)» = 0 

eliminiren wir die vier Grossen 2x l x % , , — 1 und erhalten die 
noth wendig verschwindende Determinante: 
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«n 



a, 



«I 



f 



o. 



Ordnen wir sie nach der letzten Coloune, so erhalten wir 

Ii (xyf -= (a 0 r, y^) • f — (a 0 r, y,*) • <p + (a 0 a, y,*) • 1> . 
Nun ist aber: 



K r i Vi") 



r, 



Vt - yi % y* 



yr —yiy* ys 

= («i U - « a r.) («, y, + a t y 2 ) (r t y, + r f y,) 

= («0 «, ^ = #,(y). 

Demnach besteht folgende Relation: 

Ii (xyf = f (x) &t (y) + <p (x) 9, (y) + * (*) fr 3 (y) 
oder auch, wenn wir x mit y vertauschen, 

* (*!/) 8 - f(y) »i (*) + v (y) ^ (*) + * (y) * 3 (*) • 



(i) 



(«) 



Beide bilden wieder eine Quelle neuer Relationen. Für y, = ergiebt 
sich aus beiden Gleichungen (1) und (II) die Relation: 



(III) 



Ersetzen wir dagegen in (II) y, durch — a 2 (= — b $ ) , y 2 durch a, 
(= 6,) etc., so kommt: 



= Af v % i -f* ^dyy'O'j -f" A ( p t f,d' 5 



(IV.) 



Ebenso findet man aus der Relation (1), indem man darin die Variable 
y durch die Coel'ficienten der Form d, ersetzt: 

R = A» x /' -J- <p -f- 0 

Äd Ä — 4,,,, A + Ä 9m9t <p + .4*,*. * • (IV b ) 

ff 9 S — ^4», /* -f- A» t 9 t <p + A 9t », ^ 

In derselben Weise, wie wir seinerzeit (Nr. 48) die Relation für2fr*(;r) 
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ermittelt haben, können wir nun auch Relationen für 2fr* x frJ y etc. 
berechneil. Es ist nämlich: 





«0 


«1 «2 










*s 








-2 a, « 0 


2fr, (y) = 










2y, y* y,* 



Durch Multiplication beider Determinanten erhalten wir: 



2*. (?) 9 t (y) 



' A 9V A 9 y <p(x) | 
A lt , tp A,w 1>(z) | 

<p(y) (*y) 8 



(V) 



Analoge Relationen hat man für 2 fr,, (a?) fr* (y) , 2fr 3 (x) fr s (y) . Rändern 
wir ferner die Determinante 

einmal vertical mit Elementen 0 und horizontal mit x x % , — x x , 
x? , ein zweites Mal, nachdem wir in derselben Determinante die Co- 
lonnen gestürzt und die zweite Colonue mit — 2 multiplicirt haben, 
vertical mit 0, horizontal mit y,*, 2y,y 8 , y 8 a und bilden das Product 
der so erhaltenen zwei viergliedrigen Determinanten, so kommt als 
Resultat: 



A fJ A 



/<t> 



A 



/'(y) 
<p(y) 
*(y) 



(VI) 



I 



<p(tf) (sy)* 

Rändern wir eudlich die Determinante 22 durch zwei Saumreihen, 
nämlich einmal vertical durch die Doppelreihe 0 0, und horizontal 
durch die Zeilen 

X^ X x X^ 0 0 



y* 8 - yi y* 



y. 2 oo, 



eiu zweites Mal, nachdem wir die Colonnen gestürzt und die zweite 
Colonue mit — 2 multiplicirt haben, vertical wieder durch die Doppel- 
reihe 0 0, aber horizontal durch die Zeilen 



Vi 



ix x x^ 

2yiy* 



0 0 
0 0, 
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so entateht durch Multiplication der beiden füufgliederigen Determi- 
nanten die letzte Kelatiou: 

Ä (/ A /v Aj, v f(x) f(y) | 
A, p/ A v9 A 9t <p(x) <p(y) | 

A++ +(z) nv) =o- (vii) 

/(*) <p(x) *(x) 0 (xy)* I 

!/'(!/) 9Öf) t'(y) 0 

Damit mögen die Relationen, welche zwischen den Formen des 
Systemes stattfinden, ihren Abschluss finden. Wir werden in mannig- 
fachen Untersuchungen von ihnen Gebrauch machen. 

136. Das simultatw System von n quadratischen Formen. Aus dem 
System der drei Formen /', <p und 1> lässt sich nun leicht das System 
beliebig vieler quadratischer Formen erschliessen. Bezeichnen wir die 
Formen mit f it so besteht dasselbe 

1) aus den n Formen /,, f t , f 3 ... /'„ selbst, 

2) aus den Functionaldeterminanten & ik = (/;, f t ), 

3) aus den — (w Invarianten A p fk = (/., /i)V) : 

4) aus den —"^^'^ Combinanten 1^ = (/;, {f k) f m )f 

— {fk, (fm, /;))*-(/;, (/;, ror-*) 

Mau könnte noch die Frage auf werfen, ob nicht die Ueber- 
schiebungen der Functionaldeterminanten zu neuen Formen führen, 
nämlich zweier solcher Functionaldeterminanten, welche zusammen 
vier verschiedene Grundformen enthalten, wie 

W:f*),V,,f.)Y, A = l,2. (I) 
Doch ist auch deren Reducibilitat bereits nachgewiesen. Die erste 
Ueberschiebung ist nämlich reducibel, als Fuuctionaldoterminante von 
Functionaldeterminanten, die zweite nach Nr. 132 (II). Das System 
besteht also in der That nur aus den oben angeführten Formen. 
Zwischen diesen bestehen natürlich wieder eine grosse Zahl von Re- 
lationen, welche den im Vorhergehenden aufgestellten entsprechen, 



*) Legt man, wie Herr Study es gethan hat, bei der symbolischen Dar- 
stellung einer Form f nicht wie wir lineare Fwctoren zu Grunde, sondern qua- 
dratische, so lassen sich alle Invarianten von f «= a' 1 * darstellen durch simultane 
Invarianten diesor beiden Formengruppon vom Typus (ao) 1 und (ab) (ac) (6c). 
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vou denen ich hier nur diejenigen anführen will, die sich auf die unter 
(l) angegebenen Ueberschiebungen beziehen. Man hat: 

1) ((/:, fk), (/e, /«))° = ^ < 

= -^A iQ f k f n -A in f k f v + A ko f,f Q -A kQ /;/;}, Nr. 48 (II) 

2) ((/;, /*), (f n Jn)Y — (#a, 

= Nr. 53(111) 

3) ((/:•, /*), (/e> AO)'— W 

= I { A i<} A ko - A kQ \ . Nr. 132 (II) 

4) (A Q(! , A lk} A ao , Au) =*0. $ r \5Q; 

§ 13. Speoielle quadratische Formen. 

137. Conjtigirte quadratische Formen. Bei der Cayley 'sehen Me- 
thode der Auflösung einer Gleichung vierten (»rades mit Hilfe der 
Invariantentheorie (vgl. Nr. 175) zeigen sich drei quadratische Formen 
tp, % (die quadratischen Factoren der Co Variante /), deren zweite 
Ueberschiebungen A VXi A u > x identisch verschwinden. Wir wollen 
allgemein drei solche quadratische Formen f 0 , f\, f* conjugirt nennen, 
sobald ihre simultanen Invarianten Af„f lf A/ 0 / 7 , Aj if% identisch null 
sind. Das volle System dreier conjugirt er quadratischer Formen ent- 
hält nicht mehr 13, sondern nur 7 selbständige Formen. Die Be- 
dingung Aj./ k = 0 bewirkt nämlich, dass die Functiunaldeterminanten 

= (fit Q> *i = (fo> /*)• — (/oi fi) den Origiualformeu f 0 , resp 
ftt tt proportional werden. Denn nach Formel Nr. 134, 3 (a) ist: 

fr«) = A/ D /, • /j -f- Aj„ j x • f \ . 
Da aber die beiden Invarianten rechts nach Voraussetzung ver- 
schwinden, so ist: 

Öo. *o) - 0 

und ebenso (/,, #,), (£,, & t ) . Das Verschwinden dieser Functional- 
determinauten lehrt aber nach Nr. 128, dass die beiden Formen, aus 
denen sie gebildet wurdeu, einander proportional sind. Man hat demnach 

#o = c o • t o 
*i — c \ • t\ 

138. KationiscJw Form dreier conjugirter Formen. Man kann sich 
tragen: Welchen algebraischen Ausdruck besitzen drei conjugirte 
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Formen, wenn man eine derselben in ihrer einfachsten kanonischen 
Form f n mm 2x l x^ zu Grunde legt? Zur Beantwortung dieser Frage 
nehmen wir an f v = al sei eine zu f 0 = al conjugirte Form, dann 
muss, weil nach Voraussetzung 

A Uh = «o«« - 2«!», + a 0 a\ -=0, a 0 = a a — 0, «, = 1, 

auch o, = 0 sein, d. h. die betreffende Form f x muss dem Büschel 
angehören: 

«o*i* + ^a^- 
Sind nun /i und f\ zwei Formen des Büschels F, die nicht nur zu f nf 
sondern auch unter einander conjugirt sind, so müssen ausserdem noch 
deren Ooefficienten der Bedingung genügen: 

Hieraus ergiebt sich, dass die drei conjugirten Formen in diesem Falle 
die Gestalt annehmen: 

f<\~ x t 

Anmerkung. Drei specielle Formen dieser Art erhalten wir, wenn 

wir hierin « a = 1 setzen und überdies a„ und a 0 ' so bestimmen, dass 
die Discriininanten A /t/t , A /xfx denselben Werth — 2 annehmen, den 
auch A /a/o besitzt. Unter diesen Voraussetzungen wird 

a () =»= — 1 , a 0 ' = i 

und somit werden diese drei speciellen Formen: 

/o == 2x i x t 

— w - v) 

Für diese drei Formen berechnen sich die Proportionalitätsconstanten 
in den am Schlüsse von Nr. 137 erwähnten Gleichungen: 

#o °" c ofo > &i = € i f\> ^2 = Ctf* 

sehr einfach. Denn gerade wegen dieser Beziehungen reducirt sich 
die allgemeine Relation Nr. 134 (2, a) 

auf 

#012 = <0 A /o/o = C l ^/./, = <i A h/% 7 
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oder, indem wir die Zahlencoefficienten einführen, auf 
0 1 0 

_ 1 0 1 = — 2c 0 = — 2^ = — 2r 3 . 

— i 0 i 
Daraua erhalten wir: 

Das Product dieser drei quadratischen Formen ist eine Form sechsten 
Grades 

t = Const. x x x t (xf — x*) , 

welche Klein (vgl. Vöries, über das Ikosaeder § 10) Octaeder nennt 
Man kann nämlich die Gauss'sche Zahlenebene so auf eine im Null- 
punkt berührende Kugel projiciren, dass die sechs Wurzeln der Gleichung 
t = 0 gerade die Eckpunkte eines in die Kugel einbeschriebenen 
Octaeders werden. Wir werden auf das Octaeder noch später zu 
sprechen kommen (vgl. § 19). 

139. Die quadratischen Formen des Würfels. Wir hatten uns in 
Nr. 138 die Aufgabe vorgelegt, quadratische Formen aufzustellen, 
deren zweite Ueberschiebungen A fifk verschwinden. Die Frage 

kann man verallgemeinern: Lässt sich eine Gruppe von quadratischen 
Formen, die keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, so bestimmen, 
dass ihre sämmtlichen zweiten Ueberschiebungen A /i/k (i ^ Je) einen 
festen Werth p besitzen? 

Zur Beantwortung wählen wir wiederum als eine der quadra- 
tischen Formen die Form 

/o 3=5 ~ x i x % • 

Wir wissen, dass ihre Discriminante den Werth — 2 besitzt, und wollen 
annehmen, dass auch die übrigen Formen f { (i ■= 1 , 2 . . . n) eine 
Normalform besitzen mögen, so dass ihre Discriminante 

4w - - 2 

sei. Dann lautet die Frage: Welches sind unter diesen Voraus- 
setzungen die Formen /), deren zweite Ueberschiebungen A /i/t (i^k) 
sowohl unter einander als mit f 0 den festen Werth q besitzen? Es 
mag von vornherein bemerkt sein, dass dieser Werth g von + 2 ver- 
schieden sein muss. Denn da die gesuchten Formen keinen gemein- 
schaftlichen Factor besitzen sollen, so müssen die llesultanten 

sein. Nun ist aber nach Nr. 134 (1, ß) 
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R 





A /i/k 


A /i/i 




Ä /kfk 


A dfk 




A uu - 


4^0 



A 



- 2 



-2 A 



L /i/k 



d. h. A/./ k muss von + 2 verschieden sein. 

140. Sei nun f x — x* -f- 2bx + c, wobei wir noch der Einfach- 
heit halber den Coefficienten von x* gleich l annahmen, eine erste 
Form von den verlangten Eigenschaften, und 

f t = ax* -f 2ßx -f y 

eine zweite, dann müssen nach unseren Voraussetzungen die Bezie- 
hungen bestehen: 

4,,, _ 2 (c - &■) - - 2 
A Ml — -2b - p 
- 2(«y-/i 8 ) = - 2 



^/o/,= -2/5 = o 
Au, = Y + ca - 2bß = 9 



0) 



Dies sind gerade fünf Gleichungen npit fünf Unbekannten. Aus den 
ersten beiden bestimmen sich die Coefficienten von f x linear; aus den 
drei letzten dagegen erhalt man eine quadratische Gleichung für a 
oder y, und erkennt somit, dass es ausser f 0 f x f t noch eine weitere 
Form f 3 giebt, so dass die fünf Invarianten 

A /oA 7 A /»/*f A /.hi A Uhi A Uh 
den Werth q besitzen. Das gestellte Problem verlangt aber, dass 
auch A u/l = q sei. Da jedoch die Coefficienten von f t und f a durch 
die obigen fünf Gleichungen schon völlig bestimmt sind, so kann 
diese Forderung nur mehr eine Bedingung für q sein. Nehmen wir 
also an, q sei eine positive Grösse und fragen uns, welchen nume- 
rischen Werth muss sie besitzen, damit allgemein 

A/ { f h — 9 

ist. Die Beantwortung der Frage liefert uns die Relation Nr. 13G (4), 
welche zwischen den zweiten Ueberschiebungen von vier Formen be- 
stehen muss, und die wir allgemein in Nr. 50 abgeleitet haben. Die- 
selbe war: 

: (f, r?> v, <p?, (/*» *)*, (f* %y i 

(9,fY, (<P>9>)% fr,*)*, (<P,xf 

{*,f)\ (*,9) f , (*, %f 

<Z, 0\ (Z,9f, (Z, *)*, (Z. xf 



= 0. 
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Setzen wir in ihr die Werthe + q und — 2 der zweiten Ueberschie- 



bungen ein, so kommt: 










-2, 




P, 


9 




9, 


-2, 


9> 


9 




P, 










9, 


Q, 


9, 


-* 



= 0, 



2 

oder, wenn man — - = 6 setzt und geeignet reducirt: 

Olli 

1-1 0 0 

1 0-1-1 

1 0 0-1 

oder endlich: (1 - ö) 3 (tf -f 3) = 0. 

141. Der cubische Factor (1 — o) 3 = 0 lieferte = — 2 als Lösung-, 
diese haben wir gerade ausgeschlossen. Es bleibt als einzige Lösung 

o= - 3 



(1 - cf 



= 0, 



also p «= -f • • 

Unter Benutzung dieses Werthes gehen die fünf Coefficientenbedingungen 
(I) über in: 

c - b* = — 1 



A 

Daraus folgt zunächst /> 
erhält man für a und y: 



■/«/, = 

Ar. = 



ay-ß* = 



J 

3 

- 1 

3 
2 



r + c« - 2Ä/5 = ; . 

— y, c = — *j , 0 = — *• Demnach 



y _ 



«J"= - TT 



(«) 



Denken wir uns in f % die Oonstante y in der Form — ^ y', dann 
gehen die Gleichungen (II) in die symmetrisch gebauten: 

/ + « = - 1 
ay' = 1 



Digitized by Google 



Die Formen zweiten, dritten nnd vierten Grades. 



101 



Ober, woraus man erkennt, dass a und y' die beiden dritten Wurzeln 
f und der Einheit sind. Die vier gesuchten Formen f sind demnach: 

f 0 = 2x, x t 

Ii — u 'l 3 x i x t 9 x % 

j = f X l — X x X t - £ X % 

Damit ist die Aufgabe gelost, quadratische Formen f so zu bestimmen, 
dass ihre zweiten Ueberschiebungen A ik durchwegs den Werth -f- p 
besitzen. 

Anmerkung. Das Product der vier quadratischen Formen liefert 
eine Form achten Grades: 

W = Const xy (z* — 8ry 8y c ), 

wenn wir der Einfachheit halber -r^ = y, x x *=x setzen. Klein 

nennt diese Form (vgl. Vöries, über das Ikosaeder § 5 und 10) 
Würfel, da man wiederum die Gauss'sche Zahlenebene so auf eine 
im Nullpunkt derselben berührende Kugel projiciren kann, dass die 
acht Wurzeln von W = 0 auf der Kugel acht Punkte bestimmen, die 
gerade die acht Ecken eines der Kugel einbeschriebenen Würfels bilden. 
Ueber diese Form W vergleiche auch § 19. 

142. Relationen ewiseften den vier Formen f) . Man erkennt direct, 
dass die Summe aller vier Formen identisch verschwindet; demnach 
bat man als erste Relation: 

/o + /l+^ + /i-0. (1) 

Aus ihr folgt, dass die Summe irgend zweier derselben bis auf das 
Vorzeichen gleich der Summe der beiden andern ist. Bezeichnen wir 
eine solche Summe mit <p ik , so hat man: 

9>oi = — <P*s 

«Pos = — 9>i3 (-) 
9><w = — <Pn • 

Da also die sechs Suramen zu je zweien der vier Formen /) nur drei 
verschiedene absolute Werth« annehmen, so müssen sie sich als 
Wurzeln einer Gleichung sechsten Grades darstellen lassen, die sich 
durch -die einfache Substitution 

<Pa = 8 

auf eint» eubische <P = 0 reduciren liisst. 

(iordau, InvttriauU-u II. 11 
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Die drei Formen <p 0lf tp^, qp a{ sind drei conjugirte quadratische 
Formen; denn man hat: 

(9>oi » 9><«) 2 = 0 

9V,)* = <> (3) 

Dies ergiebt sich sofort durch Rechnung. So ist beisjm lsw. ise: 
. 9W) S = (/„ + /",,/„ + Q' = + A M + A a! -f ,f w 

Es ist ferner bemerk enswerth, dass auch eine lineare Relation zwischen 
den Quadraten der vier Formen /) existirt. Man verificirt näm- 
lich sehr leicht durch Rechnung: 

K + f? + K + tf = 0. (4) 

Anmerkung. 1. Wegen der Relationen (1) und (4) reducirt sich 
die Gleichung: 

(l-Q{l~t\) (t-/*) (S - Q = o 

auf die drei Glieder: 

? + Al + B = 0. 

Durch die Substitution 

i - v Vä 

geht sie über in die Gleichung 

n A + n + c = o, (i) 

eine Gleichung vierten Grades, die nur einen einzigen Parameter C 
besitzt. Sie hat eine eubische Resolvente, die oben erwähnte Glei- 
chung ® = 0 , die natürlich ebenfalls nur diesen einen Parameter C 
enthalten kann. Man könnte diesen Umstand benutzen — wenn man 
nicht aus praktischen Gründen davon absehen müsste — die allgemeine 
Gleichung vierten Grades aufzulösen. Zu dem Zwecke bringt man sie 
zunächst — was immer möglich ist — auf die Form (I), vergleicht 
die Parameter und löst nun die Gleichung (I) mit Hilfe der eubischen 
Resolvente, aus deren Wurzeln tpn sich leicht die Wurzeln f t der vor- 
gelegten Gleichung bestimmen lassen. (Vgl. auch §, 19.) 

Anmerkung. 2. Herr Brill hat im 20. Bande der Math. Annalen 
(Binäre Formen und Gleichung sechsten Grades) gleichfalls gezeigt: 
Man kann immer vier quadratische Formen so finden, dass zwischen 
ihnen sowohl als zwischen ihren Quadraten je eine lineare Relation 
besteht, also dass man, wenn /, f t f 3 f K die vier quadratischen Formen, 
die Beziehungen hat: 

/, + /; + /. + /;-<> (i) 

+ + «;/^ 0. (2) 
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Er zeigt ferner, dass, wenn man irgend drei der vier Formen durch 
ihre drei Functionaldeterminanten fr,* ersetzt, zwischen dieser und der 
vierten Form ebenfalls analoge Relationeu bestehen. Da dies auf vier 
verschiedene Arten möglich ist, so haben folgende fünf Formen- 
quadrupel 



fx 

f. 

fr; 
fr 



U h h 



n 



34 

& 3A fr 



Iii 



frlS 



^23 fr«" fr- 

u 

frj4 

frgs 



41 



u 

fr, 



fr. 



-11 



31 



die nämliche Eigenschaft, gleichzeitig durch Relationen von der Form 
(1), (2) aneinander gebunden zu sein. Ist also ein Quadrupel ge- 
funden, so erhält man aus ihm stets vier andere. Hiebei kann man 
jedes der fünf Quadrupel in irgend einer Permutation zu Grunde 
legen, um auf dieselben vier andern zu gelangen. Man hat also 
24 • 5 = 120 Operationen zur Verfügung, um von einem Quadrupel 
auf ein anderes der fünf zu gelangen, und insofern bilden die fünf 
Quadrupel eine Gruppe im Sinne der Gleichungstheorie. 

142. Die quadratischen Formen des Ikosaeders. Indem wir der 
Invariante A /t / t die Bedingung auferlegten, dass auch sie in Ueber- 
einstimmung mit den fünf übrigen den Constanten Werth -}- p besitzen 
möge, gelangten wir zu vier quadratischen Formen, die durch diese 
Bedingung völlig bestimmt waren. Es stand uns damals aber frei, für A^ fl 
den Werth + p zu wählen, und wir wollen nun untersuchen, zu welchem 
Resultate die Wahl A^ {t — — p führt. In diesem Falle wird die Be- 
dingung für den numerischen Werth von p dargestellt durch die De- 
terminante 

-2, p, p 
9, -2, 
Q> 9> 
9, 9, 

Wir ersetzen in ihr wiederum — 

1 1 1 
a 1 1 

1 a — 1 0, 
1 — 1 ö 1, 



9, 
_ 9 



<> 
1 
1 
1 



— Q, 

2 

1. 



Q 
Q 

— 9 

- 2 



0. 



durch 6 und erhalten alsdann 



l-o-, 
ff, 

1, 
1 - 1 
l a 

0 0 

1 1 



0, 0 

1, 1 

(tf+1), 

-1, ff 

0 0 

1 1 -0 

1-1 
- 1 ö 

11* 
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Der Factor o i — 1 — 0 führt wiederum auf den Werth q — + 2, 
den wir aus gleichen Gründen wie früher verwerfen müssen. Der 
andere Factor reducirt sich auf 



oder 



(<j + 1) (<j - 1) — 4 = 0 
o = + >/5. 

Die Wahl des Vorzeichens steht uns frei. Wir nehmen zunächst 

0 - + YS 

und erhalten alsdann 

— 2 

Die Coefficientenrelationen (I) in Nr. 140 gehen dann, wenn wir dies- 
mal den noch willkürlichen Coefficienten von x* in f x gleich — = wühlen, 
anstatt ihn wie früher gleich 1 zu setzen, über in: 

\ c - V = - 1 

»= k 

ay — jp = - 1 



F. 

f _ y-fe« — 27>0 = 
V6 



-2 

^'6 ^ 



(in) 



Hieraus folgt zunächst: 
6- 1 , 

J 6 



- 2 



= _ . r = 



Die übrigen Gleichungen gehen durch Substitution dieser Werthe 
über in: 

2 2 2 -2 



V/6 ^ J/ö" 5 



- 4 



Wenn wir hier wiederum, um die Gleichungen symmetrischer zu ge- 

2 

stalten, in f % den Coefficienten a durch a' und den Coefficienten y 
2 

durch — y' ersetzen, so erhalten wir: 



, , - l -f v 5 



(IV) 



« y = 1 
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Nun sind bekanntlich die fünften Wurzeln der Einheit 

_ _ l + l'r» l/io-fsj/s ,_ l 1/5 /io-2_7 



£ — 4 -r- 1 4 , £ •= 4 - * 4 

£ 5 = 1. 

Demnach kann man die Gleichungen (IV) auch in der Form 
schreiben 

«' -|_ / = £ -f- £ * ^ 

a y' = f • s* 

oder, weun man auch in den Gleichungen (IV) der YS das negative 
Zeichen giebt, was nach unseren Entwicklungen erlaubt ist, 

«■ + /_,. + ,• 

Die beiden Gleichungen (V) und (VI) aber lehren: 

„Die Coefficienten a und y' der quadratischen Form f t sind 
je ein Paar e r und s** der fünften Einheits wurzeln, weun man 
dieselben so auswählt, dass die Exponentensumme v -}-{* = 5 ist." 

Es existiren demnach vier Formen welche die verlangten 
Eigenschaften besitzen. Wir erhalten also sechs quadratische Formen 
von der Beschaffenheit, dass ihre fünfzehn zweiten Ueberschiebungen 
Af.j (i > k) bis auf das Vorzeichen Ubereinstimmen. Sie sind, wenn 

wir die Formen /j , . . . / 6 noch mit ~ - multipliciren, dargestellt durch: 

^ A = a V x t x t" 



2 
2 



Anmerkung. Das Product dieser sechs quadratischen Formen be- 
zeichnete Klein mit dem Namen „Ikosaeder" (vergl. a. a. 0.), aus den 
nämlichen Gründen, die ihn zu den Bezeichnungen „Oktaeder" und 
»Würfel" veranlassten. Die Gleichung des Ikosaeders ist demnach 



IM 
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oder: 

Ich mochte noch darauf aufmerksam machen, das* auch zwischen 
den sechs quadratischen Formen specielle Relationen bestehen müssen, 
und zwar vier an der Zahl, da sie nur von den zwei Parametern x t 
und x t abhängen. In der That findet man leicht durch directe 

Rechnung, weun man die erste Form f 0 noch mit ^ multiplicirt und 
nun ^ fi mit qfo bezeichnet, die vier Identitäten: 



• =5 

2 

1 = 0 



o, (1) 

fc 4 -0, (2) 
*, 6 = 0, (3) 



Aus den ersten drei Relationen geht sofort hervor, dass die 
Gleichung 

ff (z - = 0 

I 's: 0 

die Form haben wird 

z 6 -f a* 8 -f- bz -f c = 0. 

Durch die Transformation £ = ]/a • y geht sie über in die Form 

f + f + + C = 0. (5) 

Aber auch diese beiden Constanten b' und c' sind noch von ein- 
ander abhängig wegen der noch unbenutzten Relation (4). Sie sind 
beide Functionen ein und desselben Parameters A, so dass also (5) 
eine Gleichung sechsten Grades mit einem einzigen Parameter darstellt 
Wir werden später auf solche Gleichungen noch zu sprechen kommen. 
Nimmt man statt der sechs quadratischen Formen ihre ersten Polaren 
fi , so bestehen immer noch vier analoge Identitäten, wie die oben 
angeführten. Aber die Gleichung sechsten Grades, welche die Quadrate 
dieser Formen zu Wurzeln hat, besitzt nunmehr zwei Parameter. Es 
ist dies dieselbe Gleichung sechsten Grades, welche Jacobi zwischen Theta- 
oihen im 2. Bd. des Crelle sehen Journals erhalten hat. Setzt man nämlich: 
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< 

Q(q) = 1 + 2q -f 2q A + 2q 9 + 2q™ + 2^ H 

und 

Hin 

»o wird 

0(*e. ff ) = 1 + 2#q + 2£*g 4 + 2« 4 <'</ 9 + 2«e fl 16 + 2q i3 -\ , 

oder 

0(6?q) = ei'A 0 -f .4, 4- f 4 ^, 

wobei 

4, = 2q + 2g>« + 2<Z M +23" + • ■ • 

-4, = 1 + 2r s -f 2q 100 + H 

A, = 2r/ + 2</ ' + 2 2 " + 2 3 " + . . . . 

Setzen wir aber J 0 = x t y lt A x — foy, + a^y,), .1 2 - - * a y 2 , 
so haben wir: 

®(3) =/'i y 

Ö(«ff) =/iy 
-/i, 

uud überdies: 

Es lassen sich also in der That diese sechs Thetareiheu mit den 
Polaren der sechs quadratischen Formen f 0} f x , . . . f 6 identificiren. 

§ 14. Die Form dritten Grades. 

143. Einleitende Bemerkungen. Wir haben bereits in den Bei- 
spielen Nr. 37 und Nr. 39, welche den Ueberschiebungsprocess er- 
läutern sollten, eine Reihe von Co- und Invarianten der Form dritten 
tirades kennen gelernt Bezeichnet man die eubische Form mit 

f — + 3a,ar/jr a + 3a i x i xf -j- a^x/ 
= al = bl = cl — etc., 
so haben die a. a. O. gebildeten Covarianten die symbolischen Producte 

(j t sjy = (aby{cdy(ad){bc) = a li = u 

(/; J) =(aby(ca)b x cl = Q 

zum Repräsentanten. Schon damals bemerkten wir, dass mit diesen 
vier Formen 

f, 4, Ä, Q 

das volle System von /' abgeschlossen ist, d. h. dass alle übrigen Co- 
und Invarianten von f sich rational und ganz durch dieselben dar- 
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stellen lassen, und es ist unsere erste Aufgabe, diese Behauptung 
nachzuweisen. Da nun alle weiteren Co- und Invarianten nur durch 
Ueberscliiebung der drei Covarianten /*, z/, Q entstehen können und 
somit durch symbolische Producte dargestellt sein müssen, die irgend 
welche der sechs Klammerfactoren 

(ab), (ad), (JJJ, (aQ), (JQ), (QQ t ) 
zu Factoren haben, so besteht unsere Aufgabe darin, den Nachweis 
zu liefern, dass jeder dieser sechs Klammerfactoren Reducent ist 
(vergl. Nr. 124), d. h. dass jedes symbolische Product, welches 
solche Klammerfactoren besitzt, entweder identisch verschwindet oder 
auf Producte mit Factoren f, 4, R, Q reducirt werden kann. Indem 
ich nun diesen Beweis antrete, will ich nur den Beweis fÖr die 
Reducenteneigenschaft des Klammerfactors (ab) nochmals in voller 
Ausführlichkeit eutwickeln. Da der Gedankengang bei den folgenden 
Beweisen derselbe bleibt, so wird alsdann eine grossere Kürze ge- 
stattet sein. 

144. Der Factor (ab) ist Reducent. Jedes symbolische Product 
1 J } das den Factor (ab) besitzt, muss in irgend welchen Verbindungen 
auch noch zwei weitere Symbole a und zwei Symbole b enthalten, 
wenn es eine wirkliche Covariante von f darstellen soll. Wir drücken 
dies am allgemeinsten aus, wenn wir sagen: 

7t = (ab)ata x b n b y 

muss ein Factor des zu untersuchenden Productes P sein, wobei §, 
x, rj, y durch irgend welche Symbole ersetzt sein können. Dieses 
Theilproduct % kann als eine gemischte Polare der Form 

77 = (ab) al bl 

angesehen werden und ist mit dieser gleichzeitig reducibel. Die Form 
77 ist aber ein Glied der zweiten Polare von 

(f,f) = (ab)a>bl 

und lässt sich somit darstellen durch diese Polare (/', f)p selbst 
plus Gliedern, welche den Factor (ab)*(xy) besitzen (vergl. Nr. 25). 
77 ist also reducibel, sobald (f t /%* und auch die Glieder mit dem 
Factor (ab)*(xy), oder was dasselbe ist, sobald (f, f) und (abfa x b t 
reducibel sind. Der Terin (ab)*a x b y ist jedoch ein Glied der ersten 
Polare von 

{f,ff = (*bya x b, 

und lässt sich somit ersetzen durch diese plus Gliedern mit dem 
Factor (ab)*(zy). Die Reducibilität von 77 ist also zurückgeführt auf 
die drei Bedingungen, dass (/', fi, (/', /*)*, (f, ff reducibel sind, d. h. 
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auf bekannte Formen führen. Es ist aber 

(f, t) = o, (f, rf-j, (/, /? = o, 

und demnach ist ä reducibel, und (ab) Reducent. 

Anmerkung. Ich möchte noch bemerken, dass sich diese Dar- 
stellung der Reducibilität mit der in Nr. 124 gegebenen vollständig 
deckt Wir belegten damals Klammerfactoren mit dem Namen Re- 
ducenten, sobald das Product, welches sie allein besass, sammt allen 
daraus durch Faltung entstehenden reducibel war. In der That sind 
wir hier zum gleichen Resultate gelangt, denn Ä (/', f)* und (/, /') 3 ent- 
stehen aus (/*, f) durch Faltung. * 

145. Die Factoren (ad) und (ddj sind Iteducentcn. Die erste 
Ueberschiebung von f über d lieferte die Covariante Q\ die zweite 
Ueberschiebung aber verschwindet identisch (vergl. auch Nr. 02, Bei- 
spiele). Denu ersetzt man in 

dl = (ab)' a x b x 

x durch c, so kommt: 

(cJ)* — {aby{ae) (bc), 

und somit: 

(/-, J)" = (cd)*c x — (ab)*(ac) (bc)c x . 

Vertauscht man rechts einmal c mit b, dann auch c mit a und 
addirt die drei so erhaltenen Ausdrücke für (f, d)*, so ergiebt sich: 

(/•, A)* = 3 (ab) (ac) (bc) { (ab) c x - (ac) b x + (bc) a x ) , 

oder: 

(/", ^-0, (I) 
da der in der Klammer befindliche Ausdruck identisch verschwindet. 
Weitere Ueberschiebungen von f über d existiren nicht; (/', d) = Q, 
(f, dy = 0, folglich, ist (ad) Reducent. 

Ebenso ist (dd x ) Reducent, weil (d , d) = i) } (d , d)* = Ajj ist. 

146. Der Factor (aQ) ist Reducent. Nach den Entwicklungen in 
Nr. 144 haben wir nur den Werth der drei Ueberschiebungen: 

(f, 0, (f, QY und (/, qy 

zu untersuchen. Wir schlagen hiebei ganz den regulären Gang des 
Ueberschiebungsprocesses ein, indem wir zunächst die erste Polare von 
Q bilden. Es wird: 

ZQlQv = (cd) \c x d v + Vd x c x c y \ - </, + (1) 

Wir können den Ausdruck rechts vereinfachen. Die Differenz aus 
der Polare und einem ihrer Glieder, nämlich 

ZQIQ* - = (cd) [cid, + 2d x c x c v \ - S(cd)d x c x c 9f 
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hat den Factor (cdy{xy). Ein Product mit dem Factor {cd)* ist 
aber identisch Null, da (/*, J) 2 — 0, und ein solches Product aus 
dieser Form durch Ueberschiebung entstanden gedacht werden kann. 
Folglich sind die beiden Glieder in (1) einander gleich, d. h. es ist: 

(C J) Cl = (c J) J x c v c x 

und demnach wird die Polare: 

Ql Q 9 «= (cJ)<* J 9 = (cd)c x c v J x . (2) 
Hieraus folgt für y, = — b it y 2 =- b t : 

(bQ)Qlbi = {cJ)(bc)c,J x bl, 
oder, indem man b mit c vertauscht und beide Ausdrücke addirt: 

(f, Q) = y Mcb. d x {(cJ)b x - (bJ)c x ) 

oder 

(f, Q) - - 1- ^. (I) 

Bildet man ferner die erste Polare von 4 X , so kommt: 

<4 y< 4r = {abya x b tJ . (3) 
Wir ersetzen hierin x durch ^' und erhalten nach Multiplication mit J' y : 

Substituireu wir dagegen in (2) für x das Symbol 6, so kommt: 

Durch Comparation dieser beiden Gleichungen ergiebt sich: 

Rechts steht die erste Ueberschiebung von J\ aber sich selbst» 
sie verschwindet identisch; also hat man: 

(f, QY - o. (II) 

Setzt man endlich in Q = (cJ)&J x das Symbol b au die Stelle 
von x, so erhalt man: 

(Qby = ( c j)(cbf(jb). 

Dasselbe ergiebt sich, wenn man in /i = (chfc x b x an Stelle von 
x das Symbol J substituirt, nämlich: 

(J, J)* = (cJ)(cby(bd). 

Durch Comparation ergiebt sich also: 

(f, QY - - (W 3 - K J) 2 - ("0 

Die drei Ueberschiebungen von über @ sind somit auf bekannte 
Formen reducibel und demnach ist (aQ) Reducent. 
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147. Die Fadoren (JQ) und (QQ') sind Rcduccnten. Der Nach- 
weis, dass auch diese letzten Factoren Reducenten sind, lässt sich nun 
auf Grund der eben gewonnenen Beziehungen einfach führen. Da 
nach Nr. 146 (2): 

QZQ,-(eJ)clJ„ (1) 
so hat man hieraus für y l = — J. lt y i = -f-^i 
(JQ)Q x J x = {cJ)(J'J)c x J x 

- 1 (j'j) ci\(cj) J a - MV, } 

oder 

(z#, © - j • Ajj • /•• (IV) 

Setzt man in derselben Relation (1) statt x das Symbol J(— 4'), 
90 kommt: 

- ^ da rechts der Reducent {cJ) 9 auftritt (vergl. Nr. 145 und 146). Dem- 
nach ist: 

«■ = 0 (V) . 

und folglich ist (JQ) Reducent 

Substituirt man endlich Q' in diese Relation (1) für die Variable 
x, und multiplicirt mit ^>y(= so erhalt man: 

Der symbolische Ausdruck rechts besitzt aber den Werth ~Ajj-J. 

Denn die erste Polare der verschwindenden Ueberschiebung (/", Q)* 
= (aQYa x Q z ist: 

auderntheils ist: 

(aQY [a x Q„ ~ Q x a 9 \ = (aQY(xy). 
Folglich erhält man durch Addition: 

(««V.G,-|(«« 3 (*!0, 

und wenn man hierin x durch 4 ersetzt, und (ßQ) 3 durch seinen 
Werth Ajj, so kommt endlich: 

{aJ){<iQyj,Q y = \Ajj Jl', 
also ist in der That: 
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Weil aber auch aus bekannten Gründen (Q, Q) = 0 und (Q, Qf = 0, 
so ist (Q, Q') Keducent. 

Demnach sind alle Oberhaupt möglichen Klammerfactoren lto- 
ducenten, und es besteht somit der Satz: 

„Das volle System der Form dritten Grades /" besteht aus den 
4 y:d.- f. vier Formen /", J, Ajj, Q." 
s • 148. Tabelle der UeberscJiiebungswcrtfie dieser vier Formern. Ich will 
die in diesem Beweise gewonnenen Resultate noch einmal tabellarisch 
ordnen. Ist 

so hat man als symbolische Darstellungen der Grundformen des Systemes: 
(/', ff = d - (ab)*a x b x 
(J, jy = Ajj = R — (ab)* (ctl)* (ad)(bc) 

{f\ — Q — (cJ)cl J x = (ab)* (cb) cla x . 
Als Ueberschiebungswerthe erhielten wir: 

v, n = o. (f, o' = (f, ty = o 

(J, J) — 0, (J, Jf~ Ajj = 11 



(Q, v) - o, («, w = : äjj.j, (Q, w = o 

K«)-lW, (^,C)*-o 

(/", 0) - - i ^, (/', C) 11 - 0, (f, Qf - Ajj. 



(1) 
(•-') 

(••5) 

(■») 
(<>) 

(6) 



Unter den Covariauten des Systemes befindet sich eine schiefe Form, 
nämlich die Covariante Q. Ihr Quadrat muss sich durch die übrigen 
geraden Formen darstellen lassen. Um dies zu bewerkstelligen, be- 
rücksichtigen wir, dass sie Functionaldeterminantc von f und ist. 
Indem wir die allgemeine Formel für Functionaldeterminantcn benutzen 
^Nr. 48, 1), gelangen wir zu der bereits von Cayley entdeckten Relation 
zwischen den vier Grundformen des Systemes: 

(A ff, (f> 4?, f 
l /', o 

^, 0, f\ 
0, R, J\ 
f, 0 



oder: 



2 0* + + Hl 



»/'S 



0. 



(1) 
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Wir werden bei Auflösung der Gleichung dritten Grades von dieser 
Relation Gebrauch machen. 

149. Das Formensystetn von Q + kf. Wir sahen, dass die Form 
f eine Covariante gleichen Grades in den Variabein besitzt, nämlich 
die Form Q und können uns demnach die Frage vorlegen: welchen 
Werth haben die Grundformen des Büschels 

also die Formen 

4q+i/> Ro+i/f Qo+i/- 

Wir können zu diesem Zwecke den Weg directer Ueberschiebung 
oder auch den Aronhold'schen l'rocess benutzen. Wir wollen hier *- 
den ersten einschlagen, und erhalten in einfacher Weise: 

^v-H/ = (Q + A/\ Q + A/r = (Q, Qf + 2k (Q, ff + X\f f)* 

- J-ä.^+A»^-(a»+-*)^ (1) 

n^ f = + -*) j, (a» + *) zr)* - (i» + -?) V, ^ 

= (*■ 4- !)' ä (2) 
Ghv = (<? + (** + t) ^) - (*' + *) {«?, ^) + * (/", ^)} 

-(*■ + -?) < 3 ) 

150. Beispiele zur Uebung. Wir hatten zur Berechnung der Tabelle 
in Nr. 148 lediglich den Ueberschiebungsprocess benutzt. Der Um- 
stand, dass f eine Covariante <^ besitzt, die gleichfalls dritten Grades in 
den Variabein ist, legt den Gedanken nahe, mit Hilfe des verwandten 
Aronhold'schen Processes solche Ueberschiebungen in vielleicht ein- 
facherer Weise zu ermitteln. In der That können wir, indem wir 
eine beliebige Ueberschiebung von bekanntem Werthe deltairen, auch 
Werthe von andern Ueberschiebungen berechnen. Ich erinnere zu- 
nächst daran, dass wir in Nr. 63, unter der Voraussetzung 

*r-Q, (i) 

folgende Beziehungen erhielten: 

ÖQ \ Itf, dzf = 0, dll — Q. (II) 

Deltairen wir nun die beiden Relationen 

(/, jy = o 
(f, QY - o, 

so erhalten wir: 

du; jy = w, + (/•, *jf - o, (i) 
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also wegen den Beziehungen (I) und (II) 

(Q, - o 

oder: 

(Q, Qf + (/*, - i = <>, 

oder: 

(0, - -? 

Man erkennt, wie auf diesem Wege oft in sehr einfacher Weise 
Ueberschiebungen berechnet werden können. Wir werden bei Gelegen- 
heit der Theorie biquadratischer Formen noch ausgiebiger von dieser 
Methode Gebrauch machen. 

151. Erste Anwendung: Die Discriminante der Form f. Bekannt- 
lich ist die Discriminante einer Form darstellbar als Resultante der 
gleich null gesetzten ersten Differentialquotienten dieser Form. (Vergl. 
Bd. I, Nr. 173 und 178.) In unserm Falle hier sind die beiden ersten 
Differentialquotienten von f = oi = bl zwei quadratische Formen 

fi = a i a * 

und die Resultante derselben ist nach Nr. 129 gleich der Discriminante 1 
ihrer Functionaldeterniinante fr, nämlich: 

2A 99 — -Ji /lf% . (1) 

Nun ist die Functionaldeterniinante von f x und f t dargestellt durch 

& = (ab)a x b x a x b t , 

oder, wenn man a mit b vertauscht: 

& = — (ab) a, 

folglich : 

2fr = (ab)*a x b s = 

d. h.: „Die Discriminante der Form f ist also bis auf einen Zahlen- 
factor gleich der Discriminante von J." 
Man hat: 

As* = 4 Ajj, 

also wegen Relation (1) 

— y Ajj = R ftf% . 

Verschwindet die Discriminante von f, dann hat also sowohl f 
als A zwei gleiche Wurzeln. Wir werden sofort sehen, dass in diesem 
Falle d ein rationaler Factor von f ist, und dass die Form Q den 



1 
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Doppelfactor der beiden Formen f und J dreifach enthalt, also ein 
reiner Cubus ist. 

152. Zweite Anwendung: Auflösung der cvbiscken Gleichung. Die 
Methoden, eine Gleichung dritten Grades aufzulösen, werden natur- 
gemäss zunächst darauf gerichtet sein, sie auf eine reine cubische 
Gleichung, deren Wurzeln uns ja bekannt siud, zurückzuführen. Hiezu 
bieten uns die vorausgegangenen Entwicklungen zwei Relationen, ein- 
mal die Cayle/sche Identität 

2<2* + ^ + i^ = 0, (1) 

dann aber auch die Relation 

+ *')•-*. (2) 

Wir gehen zunächst von der zweiten Gleichung aus. Sobald 
nämlich die Hesse'sche Form ^Ja+i/ von Q -\- Xf identisch verschwindet, 
-ist nach Nr. 55 die Form Q -f- Xf ein reiner Cubus. Dies tritt also 
immer ein, sobald * '• • "* • 

Y + - °> ( 3 ) 

and damit hüben wir eine quadratische Resolvente der eubischen Form. 
Setzen wir ihre beiden Wurzeln: 



+ ]/-? = '. 



so sind die beiden Formen: 

Q + *if, Q + V 

die dritten Potenzen zweier linearer Formen, die wir mit a x resp. ß x 
bezeichnen wollen. Für jene Werthe von x aber, welche das Ver- 
schwinden von f bewirken, besteht wegen 

Q + Kf—i\ (4) 

e + v=#f 

die Beziehung 

d. h.: „Die drei Wurzeln von /' bestimmen sich beziehungsweise aus 
den drei Gleichungen 

a x - ß x =0 
« x — eß x = 0 

Demnach lässt sich f bis auf eine Constante als Product folgen- 
der drei liuearer Factoren schreiben: 
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( }/* + V- ff - « V^V-U] x (f.) 

Es ist hiebei nicht nöthig, direct die dritte Wurzel aus Q 4- j/— J • /" 
auszuziehen; vielmehr braucht man nur die erste Polare zu bilden 

und nun etwa — 1 , # 2 = 0 zu setzen. Die sich so ergebenden 
Werthe a y und 0 y sind bis auf Constante gleich den dritten Wurzeln* 
aus dem vollständigen Cubus Q -f- A,f. 

153. Wir können nun aber auch die Cayley'sche Relation zur 
Auflösung der Gleichung dritten Grades benutzen, welche uns zugleich 
auch AufschluBS über die Bedeutung der beiden linearen Formen a x 
und ß x giebt, auf die wir im Vorausgehenden geführt wurden. Wir 
schreiben zu dem Zwecke die Relation (I) Nr. 148 in der Form: 

{2<? 8 + 

oder auch 

^--*{e+/y-'f) [Q-rV^Y 

Auf der linken Seite befindet sich nun ein reiner Cubus, und 
rechts das Product zweier Formen dritten Grades, welche, da im all- 
gemeinen f und Q keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen werden, 
ebenfalls keinen Theiler haben. Demnach mnss jeder Factor rechts 
einzeln ein voller Cubus sein, etwa: 

{(« + /• V^'Ü-e 

wo nun a x und ß x bis auf den Factor y mit den in Nr. 152 gleich 
bezeichneten linearen Factoren übereinstimmen. Wir haben demnach 

oder 

J=— 2a x ß x . (1) 

t ■ ' *«*■ • . 

r * 
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Hiebei ist rechts noch eine der dritten Einheitswurzeln als Factor zu 
denken. 

Wenn wir nun die Form f so transformiren, dass an Stelle der 
Variabein x t und die Linearfactoren von J eintreten, so geht 
f = 0 in eine reine cubische Gleichung über. Es ist nämlich nach 
Nr. 14jJ: ,' '-■ " • • / '■• 

/ (/; Jf = 0x (aa) (aß) = 0, >• - : H - T 

d. h.: „Jedes symbolische Product mit dem Factor (aa)(aß) hat den 
^ Werth null." Erhebt man daher die Identität 

^'^VH a I (aß) = a x (aß)-ß x (aa)^,;, + 

auf die dritte Potenz, so ergiebt sich: 

«» («/*)» - «J (aft 3 - £ (aa)' = c . /*. (2) 

Die Form f ist also unter Zugrundelegung der Linearfactoren von 
A in eine reine cubische Form transformirt, und man erkennt zugleich, 
dass es hiebei wegen der überall auftretenden dritten Potenzen gleich- 
giltig ist, dritte Einheitswurzel wir der rechten Seite der 
Gleichung (1) als Faa^or geben. 

Zur Auflösung der "eubischen Gleichung: 

f = a x* -f 3bx l x\+ Scx^ 2 + dxS = 0 

hat man demnaeft folgenden Weg einzuschlagen. 
Man bilde zunächst die Hesse'sche Form von f 

y 4 = (ac — b % )x^ + (ad — bc)x t x i -f (bd — c*)*/ 
und suche die beKien Wurzeln derselben: 

*, ^Jtc — ad)_± y\ad — &<■)* — 4 (/></ — c») («c — 
f». = ^ 8(«c — fc») 

Es ist alsd^n: 

2 ^ m, ~ *«*i)(*ir»* — 

Mit Hilfe der Transformation 

y 2 = u i x l — l 3 Xz = ß x 
geht f in die Form über 

F-Ay*+ Dyj = 0, 

die nun durch Ausziehen der dritten Wurzel gelost werden kann. 

154. Schlussbemerhingen. Sind die Coefficienten von f reell und 
ist Ii = A,ia negativ, so besitzt f eine reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln. Dies erkennt man direct aus der Darstellung (5) der Form 
f 'm Nr. 152. r 

Oor.Uu, Invarianten. II. 12 
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Ist jR = 0, so besitzt f zwei gleiche Wurzeln und ebenso A. In 
diesem Falle ist natürlich die in Nr. 153 gegebene Transformation 
von f unmöglich. Die Hesse'sche Form ist dann, wie schon früher 
erwähnt, Factor von f. Denn da in jedem Falle nach Nr. 152 (4) 

so ist demnach: 

2f- ]/- * - «5 - ßl = («x - - - t*ß r ) 

2Q = al+ß x 

d = Q • «x ßx , 

wo q eine Constante. 

Ist nun B = 0, also a x = ß X) so wird 

g = al 

Es ist aber 

(/*, <*) - 

oder: 

also nach Division mit dem linearen Factor u x : 

g(aa)al = al. 

Daraus schliesst man, dass a x der Doppelfactor von f. [Vergl. 
Nr. 99, (3).j Ueberdies sieht man, dass, im Falle R = 0, Q die dritte 
Potenz des Doppelfactors von / ist. 

Ist endlich d selbst identisch null, so ist nach Nr. 55 die Form 
f der Cubus einer linearen Form. 

§ 15. Das Formensystem der Form vierten Gradea. 

155. Die fundamentalen In- und Covarianten. Wie bei den Formen 
dritten Grades, so liefern auch hier die Ueberschiebungen von f Ober 
sich selbst und über ihre Hesse'sche Covariante das vollständige 
System der Form vierten Grades, d. h. die Gesammtheit jener Formen, 
durch welche sich alle übrigen Co- und Invarianten ganz und rational 
ausdrücken lassen. Wir haben diese Ueberschiebungen (/*, ff, (f, A) 1 
bereits früher, insbesondere auch in § 8 unter den Anwendungen des 
Processes der Reihenentwicklung, kennen gelernt, und wollen nur noch 
einmal die dort gewonnenen Resultate zusammenfassen. 
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Bezeichnen wir mit 

f = a n x* -\- ±a v x*x t -f- Ga^x^x^ -f- 4a s x l x i i -f- «4^ 4 
= a* = b* = c* = . . . etc. 

XXX 

die gegebene Form vierten Grades , so sind die erwähnten Formen 
durch folgende symbolische Producte dargestellt: 

(f, /? = w - i *) 

(/", jy - {aJf =- (abY{bcy(ca)* = j *). 
Diese fünf Formen: 

bilden, wie schon erwähnt, das vollständige System der Form f, und 
mit dem Beweise dieser Behauptung wollen wir uns nun im Folgen- 
den beschäftigen. 

156. Gedankengang des Beweises. Irgend eine Co* oder Invariante 
ron f kann nur durch Ueberschiebung der Formen f, 4, t Über sich 
selbst oder Uber einander entstehen. Legen wir hiebei t in der Form 
{a/f)aldl zu Grunde, so enthält jedes symbolische Product, das bei 
diesem Ueberschiebungsprocess entsteht, nur Symbole a und und 
zwar ausser in Factoren erster Art a x> J x nur in den drei allein mög- 
lichen Klammerfactoren: 

{ab), (aJ), (^,). 

Gelingt es uns also zu zeigen, dass alle Formen, welche einen 
dieser drei Klammerfactoren enthalten, reducibel sind, vergl. Nr. 124, 
so ist damit auch bewiesen, dass ausser den erwähnten fünf Formen 
keine weitern existiren können, die sich nicht rational und ganz durch 
die gegebenen f, J, t, i, j ausdrücken lassen. 

Wir werden demnach zuerst die zunächst liegenden einfachen 
Ueberschiebungen von f über J, und 4 über J berechnen, wobei 



*) Es ist: 

, = („&)« = a/V - • V>. + Gfl, ! <V W 



etc. =- 



(aby(bcY(ca)* 



ri, * er, a, a, s 



«o a, «, 



6, ! 6,0, b t * = G j a t « 3 

I «* «J «4 



— G^ö,«, — a 0 tt/ - a l -a l - a t 3 + 2«,a,a t l (vergl. Bd. 1, Nr. 40). 

12* 



< '• 



>f » 



\ tu * *. + ' \ ' 
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sich als erstes Resultat ergiebt, dass sich die so entstehenden Formen 
in der That durch die fünf Grundformen rational und ganz aus- 
drücken lassen. 

Sodann zeigen wir auf Grund dieser Thatsache, dass die Klammer- 
factoren 

(ab), (aJ)*, {aJ)Q>A), {AA t ) 

Reducenten sind, und daraus ergiebt sich alsdann, dass jedes durch 
Ueberschiebung von f, A und t entstehende Product reducibel ist 
Die obenerwähnten Klammerfactoren (06) und (4A t ) sind unter 
diesen Reducenten, und was symbolische Producte mit dem Factor 
(aJ) betrifft, so haben sie entweder diesen ganz allein und dann 
nothwendig auch noch die Factoren al- AI, d. h. sie besitzen / als 
Factor; oder sie haben als nächst einfachsten Fall die Factoren (aAf, 
resp. (aJ)(bA), und von diesen wollen wir ja gerade beweisen, dass 
sie Reducenteneigenschaft besitzen. 

157. Die Uebcrscliiebungen (f, A) 1 , (A, Af. Den ersten Theil 
des Beweises haben wir bereits in früheren Untersuchungen zum 
grössten Theil erledigt, oder können ihn wenigstens auf Grund der 
dort gewonnenen Resultate rasch zum Ziele führen. 

Die Ueber8chiebungen (f, A), (/*, Af haben wir in das System 
aufgenommen, und (A, A), (A, A)* verschwinden identisch; die Formen 
(f, Af , (/*, Af wurden in § 8 berechnet als erste Anwendung des 
Processes der Reihenentwicklung, wobei wir die Werthe 

(f, df - 0 

erhielten. Es erübrigt also nur noch die Berechnung von 

(A, Af und (A, Af. 

158. Berechnung von (A, Af. Die Ueberschiebung (J, Af geht 
aus der zweiten Polare z/ y * hervor, wenn wir darin y durch 4 X er- 
setzen, und mit A\ x multipliciren. Diese zweite Polare ist aber das 
erste Glied in der Reihenentwicklung der Form 

(«»>«£»» -f t •'(*»>•• 

Daher ist: 

(•6) Q>df* m 4 t = \ V, *t + T «' • (») 

Hiebei entsteht das symbolische Product links, wenn wir in 
(bAfb y A X) y durch a ersetzen und mit a x multipliciren. Entwickeln 
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wir aber diese Form nach Reihe (VIII) § 7, so kommt: 
(bJf b v A x = [(bjy b x J x ) v + y (bjy (yz), 

oder weil: 

so ergiebt sich nach Ausführung der erwähnten Substitution 

{ab){bjyj x ai = (2) 

und demnach durch Comparation von (l) und (2) 

(j,jf= i-.j.f- i-j. (3) 

159. Berechnung von (J, zf) 4 . Der Werth dieser Invariante wird 
am einfachsten erhalten, wenn wir in der Ucberschiebuug 

if, df =;•«* = (aJ)'alJl 

x durch b, und gleichzeitig in der Identität 

(ab)* tfbl 

i durch J ersetzen. Wir erhalten alsdann: 

l-i = (ajy(abf(Jby 

- y (j, jy =>(aby(ajy(bj? f 

und demnach durch Comparation: 

Hiemit ist der erste Theil unserer Aufgabe erledigt. Es zeigte 
sich, dass in der That die Ueberschiebungen (/*, /Jf und ( J, J) 1 keine 
neuen Formen erzeugen. Im zweiten Theile haben wir nunmehr nach- 
zuweisen, dass 

(ab), (ajy, {JzlJ, {aJ){bd) 

Keducenten sind. 

1G0. Die lleducenten. Auf Grund der nunmehr berechneten Ueber- 
»chiebungswerthe ist nicht schwer nachzuweisen, dass zunächst {ab) t 
(aJ) s , (dd x ) Reducenteneigenschaft besitzen. Denn entwickelt man 
die entsprechenden einfachsten symbolischen Producte 

(ab)albl, (ajyalJl, (JJ^J^ 

in die Reihe (VIII) § 7, so findet man, dass die rechts auftretenden 
Elementarco Varianten sämmtlich Formen des Systems sind. Man er- 
hält nämlich: 
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(ab)ani= \ ^(xy) + \i(xyf (\) 

M)'»^ = {fr + l;'W ' '(2) 

t - (^) ^ = | (j - l (*y) '+ ^ * s (**/». (3) 

Nun kann jedes symbolische Product, das (a&), oder (aJ)* f oder 
(^Z^) zum Factor hat, durch Ueberschiebung mit den Formen (1), 
resp. (2), (3) oder deren Polaren gewonnen werden (vergl. § 3) und 
die Gleichungen (1), (2), (3) lehren daher: 

1) Alle Formen, welche (ab) zum Factor haben, lassen sich 
reduciren auf Formen, welche an Stelle der beiden Symbole 
a und b nur mehr das eine d besitzen und auf Formen, die 
i zum Factor haben. 

2) Alle Formen, welche (ad)*, (dd x ) besitzen, lassen sich 
auf Formen reduciren, welche i oder j zum Factor haben, 

und daher sind die erwähnten Klammerfactoren in der That Reducenten. 
(Vergl. Nr. 124.) ' 

161. Um nun die gleiche Eigenschaft auch für (ad)(bd) nach- 
zuweisen, denken wir uns wieder das einfachste symbolische Product, 
das (aJ)(bJ) zu Klammerfactoren besitzt, nämlich 

P= (aA) (bJ)alb* d\ 

in eine nach Potenzen von (xy) fortschreitende Reihe entwickelt Dann 
enthalten alle Etementarco Varianten, abgesehen von der ersten, den 
Factor (ab) und sind demnach reducibel. Nun ist aber nach dem 
Productsatz diese erste Elementarcovariante: 

(aJ) (bd) al bl = 1 a\ fc; { (bJf a\ + (a Jf V - (ab)* } , 

und somit, weil rechts nur Reducenten sich befinden, gleichfalls re- 
ducibel. Es ist also auch P reducibel und (aA)(bJ) Reducent. Damit 
sind wir aber am Schlüsse unseres Beweises angelangt Jedes sym- 
bolische Product, das eine Co- oder Invariante der biquadratischen 
Form darstellen soll, kann, zunächst reducirt werden auf eine Summe 
von Producten, die i oder j zum Factor haben, oder wenigstens auf 
Producte, mit weniger Symbolen a oder Durch Wiederholung 
der Reduction wird schliesslich jedes symbolische Product reducirt auf 
eine rationale ganze Function der Formen f, z/, t, i, j, 

162. Die Fundamentalrclalion zwischen den fünf Formen des Systemcs. 
Zwischen den fünf Formen des Systemcs besteht eine Relation, die 
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wir sofort nach allgemeinen Gesetzen berechnen können. Die Covariante 
t sechsten Grades ist nämlich Functionaldeterminante von /' und J, 
und demnach ist ihr Quadrat durch die geraden Formen des Systemes 
darstellbar. Man erhalt nach Nr. 48, (I): 



■ ■ 



2** 



oder: 



0 



/' 



2t*=J % A f*.J — ^ - { r 



• ' - " 3 

163. llelationen mir BerecJinung der Ueberschiebung von t über sich 
selbst und über f und d. Aus den letzten Untersuchungen geht hervor, 
dass die Ueberschiebungen von t über sich selbst und über f und A 
zu keinen neuen Covarianten Veranlassung geben können. Wenn wir 
im Folgenden sie dennoch berechnen, so geschieht dies einmal, weil 
sich uns hier ein lehrreiches Beispiel für die Behandlung derartiger 
Aufgaben darbietet, dann aber auch, weil gerade die Ueberschiebungen 
von t über sich selbst interessante Aufschlüsse über den Charakter 
dieser Covariante gewähren. Am besten wählt man zur Bildung der 
durch diese Ueberschiebungen entstehenden Formen als Ausgangspunkt 
die Form: 

• welche wir schon früher als Combinante charakterisirt haben. Ent- 
wickelt man dieselbe nach Potenzen von (yx), so erhält man 



V 



(J) ( 4 ) 



(**)«. 



(1) 



Von den Elementarcovarianten dieser Form P verschwinden aber 
alle bis auf die zweite: 



-: 



Der Coefficient dieses Gliedes der Reihe (1) ist — 2; also 

erhalten wir: w 

daraus ergeben sich durch Polarisation nach y , die zwei weitern Formeln : 
\ a} a x <d A x - a x A\J X = 3 t x t* (yx) (II) 
V «Ja» d x - ai 2 tU y (yx), (III) 



3 >• 
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wobei also: 

{a4)aUl = t%. (IV) 

Auf den rechten Seiten dieser vier Formeln befinden sich Polaren von 
von der nullten angefangen bis zur dritten. Je nachdem wir also 
für y die Symbole a, z/, t in dieselben eintragen, erhalten wir der 
Reihe nach die gewünschten Ueberschiebungen, ausgedrückt in Sym- 
bolen von a und J allein. 

164. Die ersten Ucbcrscliicbungen. Hiezu benutzen wir Formel III, 
wir setzen darin zunächst y x = b 2 , y t = — b x und multipliciren mit 
bl{ dann erhalt man: 

{ab)>alV x .J-f.(bJ)niJZ = 2(t,0 = ^- ± •/*, 0) ^ 

sodann ersetzen wir y l durch d'ß y t durch/1/^ und bekommen: 

(aSyal^'-J - (JJ')»j;j>2(/, J) = j l\U ~jf). (2) 
Hiezu tritt als erste Ueberschiebung von £ über sich selbst: 

. ; . ' / : - 0 = o. : . (3) 

165. Die zweiten Utbcrscfiiebungcn. Wir ersetzen in Formel (II) 
zuerst y durch 6, dann y durch z/'; beide Male erhalten wir als Resultat 
null; daher 

('. fY-o ■ >■", . , (4) 

(<, Jf-0,ü ' (5) 

Substituiren wir aber für y das Symbol so entsteht: 
{atfa x tl-J-f. (Jty J x t* = 3 (t, tj l< t s * , 

oder 

(/•,0 3 -^-(^,0 8 /*=(<> o 8 . . ' ; 

Führen wir für die sofort zu berechnenden Ueberschiebungen (/*, t) 3 
und (z/, <) 3 ihre aus (7) und (8) hervorgehenden Ausdrücke ein, so 
kommt: 

-f [jf - i j] j - A j { lf- j j) f- 3(«, O*. 

oder 

16(5. D«? dritten Ueberschiebungen. Sie gehen direct aus der 
Combinante P selbst hervor [Gleichung (T)], indem man der Reihe 
nach y durch b, z/', t' ersetzt. Man erhält: 

4(t t ff-iJ-jf (7) 

4(/,^=jz/-;V (8) 
4(t, t'f^O. ' ■ - (9) 
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167. Die vierten und fünften Ucberschiebungen. Wir benutzen zu 
diesen Bildungen eine andere Ausgangsform. * ! '"^ ^V^V^^' ' ( . 

j Gemäss der Reihenentwicklung (IX), § 7 ist: ; * ^ '''^ V ~ hf 1 ' ' " f 

i , , )J( „ % CO® r ,.^ , , r ^-- ^'^ 

oder 

Ersetzen wir hier y durch 6, so folgt:' ' y A 

- <.*■' v ^-»tf-.'-'z/v.;.-^). 

{aJ)(aVf(M)Al = («, /}' + \ if, ff- ' ' 

Nun ist aber (/*, /*)' = 0, und ebenso verschwindet die linke Seite, 
da sie durch Vertauschung von a mit 6 ihr Zeichen ändert, daher: 

(«, /T = o, (io) 

und ebenso 

(<,^) 4 =0, (11) 

wie aus (10) direct durch den Aronhold'scheu Process (vergl. auch ' 
§ 16) hervorgeht. Beide Resultate sind auch a priori einleuchtend. 
Denn diese Ueberschiebungeu würden quadratische Covarianten er- 
zeugen, die aber unmöglich durch f, 4, t sich rational ausdrücken 
lassen. 

Die vierte Ueberschiebung von t über sich selbst gewinnt man 
wiederum aus der Formel (II), Nr. 163, wenn man darin zuerst x 
mit y vertauscht, also aus: 

a*J*J —a*a 4 l = 3 1 1 < 2 (yx). ■ 

y x y xyy y x w / 

Man substituirt t für y und erhält: 

(«0 V*) ^ t x - a\ (at) (Jtf t x - 3 (*, f') 4 /J f> ~" ' 1 '. 

Die beiden Glieder links verschwinden einzeln wegen der Symbol- 
factoren (at)*, resp. {dt) x , vermöge welcher dieselben durch Ueber- 
• " Schiebung mit (f, /) 4 = 0, resp. (Jk)* = 0 entstanden gedacht werden 
| , können. * 

Somit habe/i wir die wichtige itelation 
I («, 0 4 = 0. (12) 

Durch sie wird / als eine gauz specielle Form ihres Grades charakterisirt. 
Wir werden in § 19 solche Formen eingehender studiren. Hier möge 
nur so viel bemerkt sein, dass gerade wegen dieser Relation (/, t) l = 0 
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nach den iu § 20 entwickelten Gesetzen das ganze Formensystem 
einer solchen Form t sich auf die vier Formen reducirt 

*, (t, ty, {(t, ty, o, (*, tf- 

Insbesondere müssen daher alle Invarianten Potenzen von (t, t) 6 sein, 
welche, wie der nächste Absatz zeigt, den Werth * (j* — -^j besitzt. 

168. Die ßnftcn und sccJisten Ucbcrsckicbungen. Die fünften Ueber- 
schiebungen sind durchwegs null, da ja d und f nur vom vierten 
Grade sind und (t, ty sein Zeichen ändert bei Vertauschung von t 
mit t'. 

* 

Es bleibt sonach nur noch (t, t) 6 zu berechnen. Wir bilden von 

die sechste Polare und ersetzen y durch t: 

(t, t) r ' = (a4)(atf{Jty «= - (aty(aA){Uy*e^ ' -V.f ' 

Der Ausdruck rechts kann auch betrachtet werden als vierte Ueber- 
schiebung von ^/ über (f, t) s — {pifa x t\\ daher hat man: 

«, o* - - i</. <y, = - \ («j - in, <w (? - £) • 

Wir werden alsbald sehen, dass die berechnete Grösse rechts 
nichts anderes ist als die Discriminante R der Form f = a x , abgesehen 
von einem Zahlenfactor. 

§ 16. Anwendung des Aronhold'schen Prooesses auf das 
Formensystem der Form vierten Grades. 

169. Wirkung des Proccsses auf die Grundformen des Systeme*. 
Wie die eubische Form eine Covariante Q gleichen Grades besitzt, so 
haben wir auch im System der biquadratischen Form eine Covariante, 
die Hcsse'sche Form J t die gleichen Grades ist mit der Originalform f. 
Wir können daher in derselben Weise wie dort unter Einführung der 
Symbole z/, symbolische Producte, welche Covarianten von f — a* 
repräsentiren, dem Arouhold'schen Processe unterwerfen, und so wichtige 
Aufschlüsse über die Eigenschaften und den inneren Zusammenhang 
der Formen des Systems erhalten. 

Ist P irgend eine Covariante von /'«= a Xf so ist in unserm Falle 
der Aronhold'sche Process dargestellt durch: 

© 
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wobei a, und die unsymbolischen Coefficienten von f resp. 4 be- 
deuten. Ersetzen wir nun in dieser Gleichung (t) die Covariante P 
der Reihe nach durch f, 4, i } t } j , so erhalten wir: 

S[-4; (1) 
iJ = 6(f, f)> - 2(A if)' ■= S(H (2) 

Wir haben also hier wiederum die wechselseitige Beziehung, die 
wir schon mehrmals bei analogen Untersuchungen betont haben. 
Ebenso wie df auf führt, so gelangt man umgekehrt durch Öd 
wieder auf f zurück. 

Es ist weiter: 

öi = ö{f, iy = 2(f, dfY = 2(f, df (3) 
dt = d(/-, = (d/, z/) + (/•, d<J) (4) 

= o. 

Das letzte Resultat war a priori einzusehen, da t als erste Ueber- 
schiebung von f und d eine Combinante dieser beiden Formen ist. 
(Vergl. § 6.) Die allgemeinste Combinante des Systemes /*, 4 ist die Form 

wie wir bei Gelegenheit der Definition von Combinanten § 6 erwähnt 
haben. 

Da aber nach Gleichung Nr. 163 (I), t die einzige Elementar- 
covariante von C ist, so treten beide Combinanten t wie C gleich- 
berechtigt im System auf. Endlich ist: 

dj = d(f, jy = (öf % jy + (/; (5) 

2SSS — - - • 

2 

Damit ist an den Grundformen des Systemes die Wirkung des 
d-Processes studirt. Man kann die eben gewonnenen Resultate wiederum 
verwenden, aus einfacheren Ueberschiebungen schwierigere zu berechnen. 
So erhalten wir z. B. den Werth von (z/, J)*, wenn wir 

(/', 4? ' v /' 
dem d-Process unterwerfen. Es ergiebt sich: 
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(j, + (/,/•)» = 

also 

was mit dem früher gewonnenen Resultat, Nr. 158, (3), übereinstimmt. 

170. Die Combinantcn der Forin <p = kf-\-kd. Wir haben 
seinerzeit eine Form C als Combiuante zweier binarer Formen % und 
tl> detiuirt, sobald sie der Differentialgleichung 

genügt. Ist nun P irgend eine Combinante von f = ai und d = d x x , 
also, wenn wir uns in P die Coefficienten von durch ihre Werthe 
in den Coefficienten von /' ersetzt denken, eine Combinante von f, so 
besitzt die Form 

<p = Jcf+ XJ 

eine entsprechende Combinante P y , welche man erhalt, wenn_ man 
in P die Coefficienten o, von / durch die Coefficienten fca,— f-A^, von 
<p ersetzt Insbesondere entspricht der einzigen Fundamentalcorabinante 
t (f, J) eine Form t (p von 93, aus der alle Combinanten dieser 
Form <p entspringen. Die Berechnung derselben ist also zurückgeführt 
auf die Berechnung von ( v . Nach den allgemeinen Entwicklungen in 
§ 6 hat man aber: 

tr—gt-t. (II) 
Hiebei ist q eine noch zu bestimmende ganze Zahl; ferner ist 

g = UB — A A, 
worin A und B die Coefficienten in der Gleichung 

4t/+ij = Af -}- BJ t 
sind. Es handelt sich also zunächst darum, d k/ +ij = J f zu berechnen. 

171. BcrcclmuMj von 4, p . Wir ermitteln diese Form direct durch 
Ueber8chiebung. Man erhält: 

= & • (/; tr + 2* a . (f, + a» . (z/, z// 

also: 

Es ist sehr bemerkenswerth, dass die Coefficienten von /d und / 
auf der rechten Seite dieser Gleichung nichts anderes sind, als die 
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ersten Differentialquotienten der Form 

<7 = * 3 - f *A* - -j * 3 (III) 

nach Je beziehungsweise k. Die Differentiation ergiebt nämlich un- 
mittelbar 

Ö(J = a — Jfc* — - 22 
8 ^ ~ Ä 8 3 A ' 

Die Form g selbst aber ist eine eubische Itesolvente der Gleichung 
vierten Grades f = o* = 0, auf welche die Lagrange'sche Methode der 
Auflösung dieser Gleichung direct führt*). Wir können also die Form 
J v einfacher darstellen durch 

und die Corabinante Aj> durch: 



Denn die Constante p muss nothwendig den Werth 1 besitzen, 
da t nur vom dritten Grade in den Coefficienten von f und demnach 
ty auch nur vom dritten Grade in k und X sein kann. 

172. Berechnung der Formen i v und j v . Die letzten Betrachtungen 
haben uns veranlasst, die beiden Formen und t des Systemes von 
9 =* lef + X4 zu berechnen. Wir wollen zur Vervollständigung auch 
noch die beiden übrigen Formen i und j dieser Form <p ermitteln, 
und schlagen zu dem Zwecke wiederum den Weg der directen Ueber- 
schiebung ein. Gemäss der Definition von i als vierte Ueberschiebung 
der Grundform über sich selbst wird: 

i v « (*/•+ k j } kf-+ - **(/; /y + 2**1/*, + * 2 (^, 

Genau dieselbe Form erhält man als quadratische (also Hesse'sche) 
Covariante t der eubischen Form g. Da nämlich 



*) Sind x t .t, x a x 4 die Wurzeln von f —■ 0, dann ist jene Gleichung, welche 
die Grössen y, = x l x i -\-x 3 x 4 , y s = x, x s -f- .r, x 4 , y s =• x,x,,-|-x,X3 zu Wurieln 
hat, eubische Resolvente von f. Aua ihr geht durch lineare Transformation die 
Form g hervor. 
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so wird die Determinante der zweiten Differentialquotienten: 



2 T * ~ 





<*9 


c*9 




1 




dköl 




36 




d'g 






Okel 


cV 





6 



6 



daher 



Wir erhalten endlich: 

i v — (*/" + & ^ — &/) 4 - + *>9i 6 - 

= 0. (*7 + X ^-fc(** + J.j). 

Auch dieser Ausdruck rechts Hisst sich als eubische Covariante q der 
Form <7 herstellen; denu es ist 



9* = ( f J> — -1 



i > 



3^ 



Daher: 

j y =— 3(tf, — — 3fo. 

Setzt man in die Relation, welche zwischen den In- und Co- 
varianten der eubischen Form existirt [vgl. Nr. 148 (I)| 

ii - - J- («; + 

die Werthe r„, li. Ji g ein, ausgedrückt in den Formen j und i, 
so erhalt man nach leichter Umformung auch noch 

- k - (* 3 - -c/) 

eine Relation, welche nach Nr. 170 (II) diese Verbindung als Com- 
binante charakterisirt Das ganze Formensystem der Form tp ist also 
dargestellt durch: 

<p = kf+l4, J v =* 9i 4 - g t f, t v = g-t, 
»V = — 3t 9 , j v = — 3jf„ 



wobei f/ = F - — 3 ^ 3 , und g x = y 



1/^ 



3 (l 



ist 
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§. 17. Die Gleichung vierten Grades. 

173. Die Discriminante von f=a x . Ehe wir uns mit der Auf- 
lösung der Gleichung vierten Grades und mit den Eigenschaften ihrer 
Wurzeln eingehender beschäftigen, wollen wir zunächst jene Invariante 
der Form vierten Grades berechnen, welche als Discriminante bezeichnet 
wird. Sie muss sich nach dem Vorausgegangenen rational durch i 
und j darstellen lassen, da diese beiden Formen die einzigen selbst- 
ständigen Invarianten des Systemes sind. 

Gesetzt nun, die Form f = al besitze zwei gleiche Wurzeln und 
sei demeutsprechend dargestellt durch 

f = a J = al • pl , (1) 

wo a x der lineare Doppelfactor, und pl irgend eine quadratische Form 
ist, dann muss für diese Form die Discriminante identisch ver- 
schwinden. Es muss also in diesem Falle zwischen den beiden Funda- 
mentalinvarianten * und j eine Relation bestehen, die sich von selbst 
einstellen muss, sobald wir i und j für f = al -pl berechnen. Beide 
Formen werden in diesem Falle durch einen gewissen Parameter o 
sich darstellen lassen, durch dessen Elimination sich die gewünschte 
Relation ergiebt. t ,<^' 

Nun hat die zweite Ueberschiebung von f = aj -pl über aj den 
Werth: 

4 ^ (aa) 7 aj = ± (pa) 7 (2) 

and daher erhalten wir, indem wir diese Gleichung einmal über 
f—H schieben, als erste Ueberschiebung von f über a: 

(ab) (aa) 7 a x bl = — q • a • (f, a) . (3) 

Die linke Seite enthält den Reducenten (ab) und muss daher auf eine 
Ueberschiebung von J über a führen. In der That erhält man durch 
Anwendung des Identitätssatzes: 

(ab) (aa)' a x bl - {ab) (aa) a x bl { (ba) a x + (ab)a x \, 
oder, weil hier das erste Glied rechts durch Vertauschung von a mit 
b nur sein Zeichen ändert und sonach verschwindet: 

(ab) (aa) 2 a x bl = (ab) 7 (aa) a x bl a x = a • (J, a) . (4) 

Subtrahirt man nun beide Gleichungen (3) und (4), so erhält man 
nach Absonderung des Factors a x : 

(z# + f./»-0. (5) 
Da nun die Invarianten i und durch viermalige Ueberschiebung von 
d und f über sich selbst und über einander entstehen, so brauchen 
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wir nur, um die gewünschten Relationen für i und j zu erhalten, die 
Gleichung (5) dreimal über J und über f, oder besser über die Coni- 
bination /4 -j- pf zu schieben, wo fi jeden beliebigen Werth hat. 
Wir erhalten dann zunächst: 

v~ikt + Q r, a),j + pff - ((p, «), Qr - 0. 

Ersetzen wir hier einen Moment a durch y .und entwickeln das so 
sich ergebende Polarenglied: (PQ) 3 P V Q X in eine Reihe, so kommt, 
wenn wir darin wiederum für y das Symbol a einführen: 

U=0 = {(J + Q f t J + uff, a) + 4 (J + Q f, J + pfl« • «, 

oder, weil alle dritten Ueberschiebungen (z/, z/) 3 , (z/, /*) 3 , (/*, /*) s ver- 
schwinden: 

d.h. ^ + (p + rt j + f(ft . t -.o. (6) 

Da diese Identität für jeden Werth ft gilt, so müssen die Beziehungen 
bestehen 

y + — 0 

»p-fi =0. 

Durch Elimination des Parameters g erhält man 

und in dieser Relation muss die linke Seite als Discriminante der 
Form /" angesehen werden, da diese Relation nur entstanden ist unter 
der Bedingung des Vorhandenseins einer Doppelwurzel; sie ist in der 
That auch vom Grade 2 (n — 1) = G in den Coefficienten von f. 

Anmerkung. Berechnet man die Discriminante R 9 der cubischen 
Resolvente 

nach den Regeln der niederen Algebra (vgl. auch Bd. 1 Nr. 183), so 
ergiebt sich 

Ebenso haben wir gesehen, dass die Invariante 

(*.*)• -4- (/-•')• 

174. Dm? Catßcy'sclie Auflösung der Gleichung vierten Grmfa. Die 
invariantentheoretische Auflosung der Gleichung 

/'= a Q x* + 4a t x l 3 x i -f Ga^x*** Aa^x x x^ + ö 4 :r 2 4 = 0 
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knüpft Cayley an die in Nr. 162 aufgestellte Relation 

2f* = j/^ - ^ 3 - 
die wir auch in der Form schreiben können 

Vergleicht man nun die rechte Seite dieser Relation mit der 



eubischen Resolvente 



der Gleichung f = 0, so erkennt man, dass dieselbe daraus hervor- 
geht, wenn man h durch d und A durch — / ersetzt. Man hat also: 

-2t* = g(J, -f) 

oder, wenn k x , k\ , Ä- 3 die drei Wurzeln von g = 0 sind, 

- 2r- - (j + *, n + + • (!) 

Ist nun /* eine allgemeine Form ihres Grades, sind also ihre vier 
Wurzeln von einander verschieden, so ist die Discriraiuante Ii von f 
nicht null; folglich sind in diesem Falle keine zwei der drei Wurzeln 
k n Ar 2 , k^ einander gleich (da Ii auch Discriminante der Resolvente 
g ist); anderntheils können f und J im Allgemeinen keinen Factor 

gemeinsam haben, wenn Ii ^ 0*). 

Die drei Factoren der Gleichung (I) sind also in Bezug auf ihre 
linearen Factoren von einander verschieden, und da die linke Seite ein 
völliges Quadrat ist, so muss jeder der drei Factoren rechts gleich- 
falls das Quadrat einer Form zweiten Grades sein. 

Wir können daher setzen 

4 + k s f=4>* , (2) 

J + hi'= v ' 

wo tp, 4> und % drei quadratische Formen sind. 
Alsdann wird die Covariante 

Die drei quadratischen Formen qp, f, X sind aber conjugirte Formen 
(vgl. Nr. 137); denn die Functionaldeterminanten je zweier derselben 
sind immer der dritten proportional. So ist z. B. 



*) V>1. auch Nr. 177, Anmerkung. 

(Jordan, Invariauton. II. 13 
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(z/ + kj, a + i-,n = (a, j) + (h - k,) (/■, j) + k^if, /) 

- (*, - h) • > 

(fr, - K) 



V-2 



<P*I>-X 



Anderntheils ist 

Durch Coinparation beider Gleichungen ergiebt sich 

fr» " frj 

* 3 - t t 



z) = 
Gt» v) — 
(9. *) 



(3) 



(4) 



un$ analog 

{ h — " V _2 

f 1 fr'i 

Die Covariante £ ist also eine ganz specielle Form sechsten 
Grades, welche unter Adjunction der drei Wurzeln einer cubischen 
Gleichung in drei conjugirte quadratische Factoren gespalten werden 
kann. 

175. Gerade dieser Umstand gestattet aber die Wurzeln der 
Gleichung /' = 0 in einfacher Weise zu berechnen. Durch Subtraction 
je zweier der Gleichungen (2) erhalten wir nämlich 

(*i - h)f= r - * s = <> - *) (<p + *) 

(L -/.",)/-= f = (*-z) O + x) 

(* 3 -*.)/"- z'-v'-fc -*0 ix + ?) 

Wir schliessen aus diesen Gleichungen (4), dass je eine Summe 
und Differenz je zweier solcher quadratischer Formen alle Wurzeln 
von /' enthalten, dass daher die Differenzen 

<p — ip und # — z 
oder f — z un( l X — 9 

oder z ~~ 9 un( l <P ~ 1> 

oder die entsprechenden Summcnpaare stets einen gemeinsamen linearen 
Factor von f besitzen. Denn enthielten sie keinen solchen gemein- 
samen Factor, so müsste sich einmal /' darstellen lassen z. B. durch 

dann aber auch durch 

p-/ = (<je - 1>)(<P - z). 
Also müsste bis auf eine Constante jr = — sein, und analog <p = — %, 
d. h,alle drei quadratischen Formen miissten übereinstimmen und demnach 
t Doppelwurzeln besitzen. Dann verschwindet aber die Discrimiuante 
von /, welche nur eine Potenz der Discriminante 11 von f sein kann, 
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wie wir in Nr. 167 gesehen haben. Nach unserer Voraussetzung ist 
aber Ii von null verschieden, und folglich haben in der That je zwei 
solche oben angeführte Summen- oder Differenzenpaare einen gemein- 
samen Factor. 

Nun hatten wir früher (Nr. 128) den Satz erhalten: Besitzen 
zwei quadratische Formen einen gemeinsamen linearen Factor, so ent- 
halt ihre Functionaldeterminante denselben quadratisch. Also ist in 
der Relation 

y=2 . («p _ 1 9 9 - x ) = (* 8 _ * t ) 1 + (A- _ a- 8 ) x + (L - * 3 ) <jp 

die rechte Seite das vollständige Quadrat des gesuchten linearen Factors 
von f. Wir können diese rechte Seite auch in die Determinantenform 
bringen 

l /c, tp 

* l L 4> 

l *s X 

Um den Factor selbst zu erhalten, brauchen wir nur die erste Polare 
zu bilden; dann stellt 

i k, <p, 



-D,- 



1 lC 2 tffy 

für y. 2 = 1 und y = 0 einen linearen Factor von /* dar. Nun hat bereits 

Euler gezeigt, dass, wenn x x = ]/< -j- }/« -f~ ]/« eine Lösung der 
Gleichung vierten Grades ist, die drei andern Lösungen daraus dadurch 

erhalten werden, dass man je zwei der drei Grössen Yt, |Ai, |/t? mit 
negativem Vorzeichen nimmt. Die vier linearen Factoren der Gleichung 
vierten Grades sind also: 



1, 

1 k 
1 , k t , 
1, 



(+ +"*»'/ ), 

(- + *,?)„ 
(+ y<j w), 



(-yj + k,/% 1 
i-yj + kj), 

{- yj-+k xt ) v 
i, /,-,, (- yjf"+^7')/ 
i, * 3> (^yj ^ kjX 



i, /. ,, 



Anmerkung. Eine zweite und dritte Methode der Auflösung einer 
Gleichung vierten Grades wird in den nächsten Paragraphen gegeben 
werden. 

170. Bedingung, dass / = 0 drei glriciw Wurzeln enthält. An die 
Auflösung der Gleichung vierten Grades knüpfen sich naturgemäss die 

13* 
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Fragen: Unter welchen Bedingungen wird es eintreten, dass zwei, drei, 
vier der eben ermittelten Wurzeigrössen übereinstimmen? Was den 
ersten und letzten Fall betrifft , so sind die Bedingungen hiefür bereits 
ermittelt. 

Die Gleichung f—0 hat zwei gleiche Wurzeln, sobald die 
Discriminante 

Die Gleichung f = 0 hat vier gleiche Wurzeln, wenn die Hesse'sche 
Form identisch verschwinde^ also wenn 

A = (aby al bl = 0 (vgl. Nr. 55) . 

Es bleibt also noch zu untersuchen, unter welcher Bedingung /*=0 
drei gleiche Wurzeln besitzt. 

Zu dem Zwecke wählen wir f = a x in einer Ndrmalform, in 
welcher von vorn herein drei Wurzeln als gleich angenommen sind, 
nämlich 

/ 4 Xy Xy » 

Die Coefficienten a 0 a A « a a 4 sind also der Reihe nach: 0, 1, 0, 0, 0. 
Trügt man die Werthe dieser Coefficienten in die Invarianten t und; 
ein, so findet sich: 

i = 0, j = 0. 

Wir fragen uns nun, ob die beiden Bedingungen i = 0, j = 0 
auch hinreichend sind, damit f=0 drei gleiche Wurzeln besitze. 
Da in Folge des Verschwindens dieser Invarianten auch die Discri- 
minante H — 0 wird, so hat f sicher zwei gleiche Wurzeln und kann 
also in diesem Falle in der Form dargestellt werden 

/* = + 4a l x*x i + Ga^x* x£ . 

Bildet man aber für diese Form die Invariante t, so reducirt sie sich 
auf a 2 2 = 0, d. h. auch a t muss nach Voraussetzung verschwinden; 
dann ist aber f von der Form 

/ = «oV + Aa.x^x^, 
d. h. f = 0 besitzt drei gleiche Wurzeln, und j = 0, t = 0 sind also 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür. 

177. Bedingung, dass f = a* x ein vollständiges Quadrat ist. Es 
kann nun endlich noch der Fall eintreten, dass f zwei Paare gleicher 
Wurzeln enthält, oder mit anderen Worten in das Quadrat einer Form 
zweiten Grades zerfällt. Um auch hiefür die Kriterien zu gewinnen, 
nehmen wir f in einer entsprechenden Normalform 

/'= cx x *x* 
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und bilden die Hesse sehe Covariante derselben. Sie wird (vgl. Nr. 54) 



18 I 2ca;,a; 2 cx x 



In diesem Falle ist sonach proportional der Form f. Mau kann 
auch sagen: Wenn f ein vollständiges Quadrat ist, dauu bestehen 
zwischen den Coefficieuten von /' und z/ die Relationen: 

Wir fragen uns nun: Ist umgekehrt, wenn /'= o • J , diese Bedingung 
hinreichend, damit /' zwei Paare gleicher Wurzeln enthält? Um die 

Frage zu entscheiden, bildeu wir •-. „ < 

* -V- '• v -s^ : f f | 

(y*) 3 - = (y*) 2 (a&) 2 bl = (a x 6 y - b x a,)* a\ b\ = 2 / | . 

Ist nun x = a irgend eine Wurzel von /', so verschwindet in der 
Gleichung: 

(,*)'4-2 '' '"\, (I) 

wenn wir dieselbe für x eiutragen, zunächst /' selbst, dann aber auch* 
J wegen der Proportionalität mit /'. Sie reducirt sich also auf: 

0=/'' oder / y = 0, 

d. Ii. auch die erste Polare von /' verschwindet, wenu x = «, für jeden 
Werth von y. Dies ist aber nur möglich, wenn in derselben 

cf . cf 

die Diflerentialquotienten für x = a einzeln verschwinden. Dann aber 
ist diese Wurzel x = et eine Doppelwurzel. Wenn aber jede Wurzel 
a von f DoppelwurzeJ ist, so ist f ein vollständiges Quadrat. 

Anmerkung. Aus der eben benutzten Relation (I) geht direet 
hervor, dass J und f keine Wurzeln gemein haben können, wenn 

Ii ^ 0. Denn ersetzen wir darin x der Reihe nach durch die vier Wurzeln 

«, « 2 « 3 a A von /' und multipliciren die vier Identitäten, so kommt: 

'jia ) . j(a t ) • • j(u a ) - ig . n^-n^ n^-ß^ 

->K«i) 10 (y«,)'-^-^'-^«^ 

oder für y 2 = 0, y, = 1 erhalten wir (vgl. auch Bd. I Nr. 108, 173) 

<-i/-'-= '^{(^L..;(^L„;(^L.-^L,r 

oder 

yu/— i6-pi« f/ — d. h. 

„die Resultante von z/ und /' ist bis auf einen Zahlenfactor 
gleich dem Quadrat der Discriminante R von /" 
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§ 18. Normalform von Transformation in die Normalform. 

178. Das Fonnettsystem der Normalform. Bei den Formen vierter 
Ordnung ist vorzugsweise ein Ausdruck derselben als canonische 
Form oder Normalform bezeichnet worden, nämlich jener, in welchem 
alle uugeraden Potenzen von x fehlen, also 

/'= #, 4 + timx^.iy + xf . 

Wir studiren zunächst die algebraischen Ausdrücke des Systemes dieser 
Form, um alsdann umgekehrt aus dessen Eigenschaften die Mittel zu 
gewinnen, eine beliebige Form vierten Grades auf ihre Normalform 
zu transformiren. 

Da die Coefficienten von f der Reihe nach die Werthe haben 

1, 0, », 0, 1, 
so wird die Hesse'sche Co Variante derselben repräsentirt durch 

= 2 m (x* + V) + 2(1-3 vr) x*xJ . 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthält gleichfalls nur gerade Po- 
tenzen, also tritt auch J in der Normal form auf. Die Invarianten 

| <'o «i «s 

i = 2 (a 0 « i — 4a, a 3 + 3a, 2 ) , = t> | a, a 2 a 3 

: a* a 3 a 4 

erhalteu für die canouische Form von /" die Werthe^ 
i = 2(1 + 3w< a ) , j = Üt» (1 — mÄ 

Endlich die Functionaldeterminante t — (/', d) ergiebt sich in der 
Form 

+ 3 ms, x* , x/ + 3 mx x *x t 

>n#, 3 + •* (1— äw 1 )«,!, 11 , mx % *+'^{\ — '6m t )x?x 1 

= ( 1 - - 9 m*) x x x t (x x 1 — xj) = ( 1 — 0 m*) • ( ar, * — x*) (x* + ) x t 
= (1 — Dm 1 ) <p • % • V. 

Die Covariante t zerfallt also unter Zugrundelegung der obigen Nor- 
malforra von /' nicht nur a priori in ihre drei conjugirten quadra- 
tischen Formen, sondern diese quadratischen Formen stellen sich hiebei 
selbst in der einfachsten Normalform ein; insbesondere reducirt sich 
<p auf das Product der Linearfactoren x x • x t . Dieser Umstand legt 
die Frage nahe, ob nicht umgekehrt durch die Transformation: 



x { ~ + mxj , < 2mx x x^ 
2mx.x., mxr + x* 
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Vi — 

9% - , 

wobei r x und a x die Tjinearfactoren der Forin <jp einer in allgemeiner 
Darstellung gegebenen Form /" sind, diese Form /" auf die oben er- 
wähnte Normalform gebracht werden kann. 

170. Transformation der Form f in die Xor mal form. In der That 
erreichen wir durch diese Transformation das gewünschte Ziel. Zu- 
nächst geht aus der Annahme <p = r x • s x auch die Gestalt der beiden 
andern conjugirten Formen hervor, nämlich (vgl. Nr. Y^f)t. 

* = rl-sl,i-rl+8l (i) 
und wir wissen aus der Auflösung der Gleichung vierten Grades, dass, 
wenn wir setzen: 

<r - zi + A-, (2) 

die Quadrate von und % dargestellt sind durch 

+ (3) 
f = ^+/. a /-, (4) 
wo k x , /.-.,, die Wurzeln der cubischen Kesolvente ff = 0 sind. Nun 
können wir mit Hilfe der Identität 

(rs) = (<i*) r x — (ar) s x 

den Ausdruck (rs)* = a l x (rsY = [o x 4 dire ct nach dem bino- 
mischen Lehrsatze entwickeln und erhalten 

/'• (rs)* = (as) 1 ri — 4 (as) 3 (« r) r x s x + G (an)- (a #■)* r x si — 4 (as) {a rf r x s x 

Wir haben also nur zu zeigen, dass in Folge der Beziehungen 
(1) (2) (3) und (4) das zweite und vierte Glied dieses Ausdruckes 
rechts verschwindet; dann ist in der That /* auf die gewünschte Nor- 
malform gebracht. 

Zu dem Zwecke untersuchen wir die Ueberschiebuugen (<p, r x y 
und (4>, r x s x y. Beide sind null; denn nach Nr. 38 erhalten wir: 

und 

(*, <*>)* - « - «I > ' = (") M - <*') (**) = 0 • 
Daraus folgt aber unmittelbar, dass auch: 

(<P*, ^0' = ((<p s , r*)*, r x s x y = 0 (ft) 

und 

(* ! , r;-.J« -((♦•, ».)', •*)« =0 (B) 
ist, uder, indem wir beide Relationen combiniren, dass auch 
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Nim ist aber wegen der Gleichungen (2) und (3) 

also ist auch gemäss der Relation (7): 

(A — *a) (/', *') 4 = (*i - K) («'*)" (as) = 0 (8) 
und ebenso folgt, wenn wir in (8) r mit s vertauschen, 

(f, *>ry = {ar)(asy = 0. 

Die Coefticienten des zweiten und vierten Gliedes in der bino- 
mischen Entwicklung von /'• (rs)* verschwinden also, und daher hat 
man in der That: 

/•. (rÄ y (ar)V + 6(ar) 2 MW + . (A) 

Anmerkung über die Vcrwerthung der Normalform bei Auflöung der 
Gleichung vierten Grades. Die eben zum Abschluss gebrachten Unter- 
suchungen geben eiue weitere Methode, die Gleichuug vierten Grades 
aufzulösen. Man berechnet zunächst die eubische Resolvente der- 
selben 

und bestimmt die drei Wurzeln k i h\ Jc s dieser Gleichung. Irgend eine 
derselben liefert wegen der Relation 

die quadratische Form y = \ J -\- /"; man setzt dieselbe gleich null 
und bestimmt ihre linearen Factoren r x und s x , mittelst welcher / 
in die Normalform (A) transformirt wird. Dieselbe enthält nur mehr 
gerade Potenzen und kann also durch Quadratwurzeln gelöst werdeu. 

180. Berechnung des Parameters m der Normal form aus der all- 
gemeinen Form f=>a x . Die Herstellung der Normalform von /'kann 
auch noch in anderer Weise erreicht werden, indem wir direct den 
Parameter m berechnen. Man erhält denselben aus einer Gleichung 
dritten Grades, die man als eine zweite eubische Resolvente von 
f — a x auffassen kann. Sind nämlich i' und j' die aus f a x direct 
gebildeten Invarianten der biquadratischen Form, so bestehen zwischen 
ihnen uud den Invarianten 

i = 2(l + 3m 2 ), j = 6m(i-m*) (1) 
der transformirten Form 

die Relationen: 

■ ' ^i' = i und' yf=j, (2) 
wenn 2f di;r Modul der Transformation ist, durch welche die Form 
/Wai übergeht in f = + Gm 7? y* + if . 
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Bilden wir nun den Quotienten 

jt — — j-.i w 

der sonjit vom Modul unabhängig ist, so gewinnen wir damit unter 
Benutzung der Relationen (1) eine Gleichung für den Parameter m, 
nämlich : 

i> 2 _(i_+ smy 

Der Ausdruck links ist eine bekannte Coust ante, und tu lässt sich 
somit durch Auflösung einer cubischen Gleichung ermitteln. 

Mau nennt den Ausdruck . t -, da er, wie aus (3) erhellt, bei be- | 

liebiger linearer Transformation auch nicht einmal um eine Potenz 
des Moduls sich ändert, absolute Invariante. 

181. Berechnung des Moduls der Transformation aus dem Para- 
meter m der Normalform. 

Sobald der Parameter m bestimmt ist, so können wir den Modul 
Jf = (rs) der Transformation 

x x = r x x + r , y j ^ 

= *'i* + s*!t 1 ' 
durch welche /' = a± übergeht in 

berechnen. Denn es ist wegen (2) und (1) . 

. t f _ 3m(1 - ro») 
41 ' i' l + 3m* 

oder J>= 1+Sm< ... (ft) 

Setzt man nun in Gleichung (4) 

so geht sie über in die eubische Resolvente g, nämlich: 

»(<>) = 9 3 ~ i « - { = <>■ 
Die Gleichung (5) aber geht durch dieselbe Substitution über in: 

Mau erhält also für das Quadrat des Moduls ^ drei Werthe. Dass 
sich nur das Quadrat desselben bestimmt, kann dadurch erklärt werden, 
dass die Nornialform ungeändert bleibt, wenn man m durch — w und 

gleichzeitig y durch y ]/— 1 ersetzt. (Vergl. auch Clebsch, binäre 
Formen, Seite 168.) 
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182. nationale Transformation der biquadratisclien Forin. Sowohl 
die Transformation mit Hilfe der linearen Factoren r x , s x von <pl , 
als auch jene, die sich auf die directe Berechnung des Parameters 
m stützte, konnte nur auf irrationalem Wege, nämlich durch Lösung 
einer .eubischen Resolvente hergestellt werden. Hermite hat im 
Crellesehen Journal Bd. 52 eine rationale Methode angegeben, die 
wir im Folgenden klarlegen wollen. Bezeichnen wir den Quotienten 

^ mit y, so ist nach den Kegeln der Differentialrechnung 

dy = {f-dJ - J-df):t' i , 

oder 

-J , dJ '■ x l J l -\- x t J.. , J l d r, -f <4<t dx t 

die Determinante rechts ist aber das Product 

/;, /, 

dessen /weiter Factor die Functionaldeterminante (/', = t ist. Wir 
haben also die Beziehung: 

Quadriren wir auf beiden Seiten und multipliciren mit (—2), so folgt 
wegen der Identität 

- \ r (<i»y - m 3 - f- r + { n (*, rf^ - )' • 

Dividireu wir mit /'' die ganze Gleichung und ziehen die Wurzel, so 
erhalten wir wegen -- = y 

Setzt man hier noch y — -r- z, so kommt: 

' " 8 l/.V ^ _L + -r .3 V«« * + ... V 

r 3 2 T i 3 

Damit ist der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen rechts auf ratio- 
nalem Wege in einen Ausdruck dritten (Jrades trausformirt, der nur 
mehr einen Parameter, nämlich die absolute Invariante enthält 
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183. Das Doppclvcrliältniss der vier Wurzeln von a x x = 0. Wir 

haben im Vorhergehenden eine Jnvariante kennen gelernt, die sieh 

3 

bei linearer Transformation auch nicht einmal um einen Zahlenfaetor 
ändert. Dieselbe Eigenschaft besitzt bekanntlich auch das Doppel- 
verhältuiss von vier Punkten, die mau sich durch a x t = 0 repräsentirt 
denken kann. Um nun den Zusammenhang der absoluten Invariante 
mit dem Doppelverhältniss zu studiren, wählen wir die Form vierter 
Ordnung in der Legeudreschen Normalform: 

/ = (1 - x s ) (1 — Irx*) = 1 - (l + k-) jt + Irx* 

= x^ — (1 + k-) r'xS + IrxS, 

deren Coeflicienteu der Reihe nach dargestellt sind durch 

i,o, o, u*. 

Dann ist: 

i = l (12** + 0 + *'/), j - 3* (** + 1) <(** + D' - 
" Demnach wird: 

f ' 3 = (V2k * + (1 + *" T "' V ' ' * 

' ((l -f k-y HG k")- -Ä- s -f l} 2 ' 

Dividirt man Zähler und Nenner mit k* , so kommt: 



Substituirt mau hier 12A für (ä 4- so erhält man: 

"~ -3)' . " < l > 

Nun sind anderntheils die vier linearen Factoren der Form: 

dargestellt durch: 

tf, — ar 3 = 0 , :r , 4-^ = 0, t, — /.-x s = 0 , x t + kx s = 0 , 
also ihr Doppelverhältniss durch: 

i 4- * . - i + k i+j i -h * (i -f- ky _ (* + k ) 

9 l — k ' — l ~- k 1 - k ' l - k ~ (1 - /•)* ~~ ^. _ J^* ' 

Daher: 

*-3i--V ° t,er A ^(/ !)• 

Das Doppelverhältniss steht also in einem directen Zusammenhange 
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mit der absoluteu Invariaute, uud zwar erhält man durch Substi- 
tution *von 

Hq -i) 

in (l) die Beziehung: 

Es ergeben sich sonach aus (2) drei Werthe für o resp. A, und somit 
sechs Werthe für Je wegen der Beziehung^' -f * = 12A. 

§ 10. Ueber die Formen, für welohe (/', /) 4 = 0. 

184. Einleitende Bcmerhmyen. Wir haben gesehen, dass in dem 
Sonnensystem einer Form vierten Grades eine Covariaute t auftritt, 
sechsten Grades in den Variabein und dritten Grades in den Coefti- 
cienten, welche zwei bemerkenswerthe Eigenschaften besitzt: einmal, 
dass sie in drei conjugirfce quadratische Factoren zerfallt, also durch 
Wurzelziehen auflösbar ist, sodann, dass ihre vierte Ueberschiebung 
über sich selbst identisch verschwindet. Es liegt die Frage nach dem 
Zusammenhange dieser beiden Eigenschaften nahe, und Clebsch hatte 
sich die Aufgabe gestellt, zu untersuchen, ob jede Form sechsten 
Grades, deren vierte Ueberschiebung über sich selbst verschwindet, 
in drei conjugirte quadratische Factoren zerfallt. Es zeigte sich (vgl. 
Clebsch, „Binäre Formen", § 111), dass in der That die eiue Eigen- 
schaft die andere involvirt, und somit jede derartige Gleichung sechsten 
Grades auflösbar ist. 

Wir stellen uns hier nach dem Vorgange vonBrioschi und Wede- 
kind die allgemeine Frage: Welche Eigenschaften besitzt eine beliebige 
Form f n teu Grades, für welche (f, /")* identisch verschwindet? 

Hierbei muss natürlich der Grad n von f> 3 sein. Die Unter- 
suchung wird ergeben, dass der Bedingung (/", f)* = 0 ausser den 
Formen mit (w — 1) fächern Factor nur ganz specielle Formen genügen, 
welche Klein mit den Namen Tetraeder, Octaeder und lkosaeder be- 
legt hat. 

Von diesen Formen haben wir bereits in § 12 gesehen, wie sie 
sich, sobald sie in einer gewissen Normalform vorliegen, in einfacher 
Weise in quadratische Factoren spalten lassen. 

185. Die Coef'/icicntcnrehtioncn, dk aus (/", /')' = 0 hervorgeJun. 
Die Identität (/', /)' = 0 liefert eine Ueihe von Relationen für die 
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Coefficienten der Form f, die wir in erster Linie zu untersuchen 
haben, um die Eigenschaften solcher Formen f kennen zu lernen. 
Diese Relationen sind natürlich nicht alle von einander unabhängig. 
Es sei: 

/•- c 0 x» + (7) Ctf-*x t + (;) C^x\ + • • • + 6>- = «- 

dann ist: 

- w 5* (" ; 4 ) ( M 7 4 ) ( a ^)"-'- 4 ^)"- 4 '- 4 

= 0. ff 

Da diese Identität für jeden Werth von x gilt, so müssen die 
Coefficienten der einzelnen Potenzen von x t für sich verschwinden. 
Greifen wir aus dieser Entwicklung den Coefficienten von x$ heraus, 
wobei also q = X -f- p, oder (i = p — X. Er ist dargestellt durch: 

o = (aby 2 ( n 9 l t) ( M r 4 ) «r 1 - 4 ^ «r^- 4 *r* 

oder •* ... 

0 = ^ßll)("r*){G<»H-i—tö+.<Vt" + 8t!uM<V4*j|. (D • r ' 

wobei die Summen über alle Werthe X zu erstrecken sind, für welche 
die figurirten Zahlen noch Bedeutung haben. Hieraus gehen alle 
Relationen hervor, welchen die Coefficienten von f = a n genügen J - " V ' 
müssen, wenn wir der Reihe nach q «= 0 bis q = 2w — 8 setzen. 
Ihre Anzahl ist also 2n — 7. /. 

Insbesondere erkennt man, dass die Coefficienten von Formen /' 
mit n- fachen, oder (n — l)-fachen Wurzeln immer diese (2m — 7) Re- 
lationen befriedigen. Denn nehmen wir diese Formen in der Normal- 
form, so kann man sie darstellen durch 



f = x" ) 
f = x*- l y) v ' 

Im ersten Falle ist C n = 1, C\ = C • • • = 0. = 0; 
im zweiten Falle ist 6\ = 1 , C 0 = r ' 2 • . . = C = 0, 

und diese Werthe der C\ befriedigen immer die Gleichungen (1). Die 
Formen (2) sind also selbstverständliche Formen, für welche (/" > /') 4 = 0; 
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18G. Formen f mit zwei- und mehrfachen Wurzeln. Nehmen wir 
nun an, dass die Form feine v- fache Wurzel, mindestens aber eine 
Doppelwurzel besitze. Mau kann sie dann stets so trausformiren, dass 
die v ersten Coefficienteu verschwinden. Wir dürfen also in diesem 
Falle f in einer Normalform zu Grunde legen, in welcher 

r 0 «= c; - r,' s — c, ■ = a_, = o, v > h (i) 

Soll nun für diese Form f auch die Relation 

(f, ff - o 

bestehen, dann können wir zeigen, dass in diesem Falle im Allge- 
• meinen alle weitem Coefficienten , C r , C r+l •• • C H -t, gleichfalls ver- 
schwinden. 

Zum Beweise genügt es, wenn wir zeigen, dass unter den Voraus- 
setzungen: 

(/;/y = o, (A) 

c 0 = c x = c a = cu = o, (B) 

auch C v = 0 

ist. Nehmen wir nämlich an GV^O, dann muss in jener von 2n — 7 
Relationen, in welcher vermöge der Bedingungen (B) die Grösse C> 
allein auftritt, ihr Zahlencoefficient identisch null sein. Es liisst sich 
aber zeigen, dass dieser ^0 ist und sonach die Annahme C, ^ 0 
falsch sein muss. 

Ersetzen wir nämlich in der Relation (1) Nr. 185 q durch 2v — 4, 
so geht sie über in 

In jedem Gliede dieser Relation ist die Summe der Indices der 
Coefhcienten gleich 2v. Wenn daher der erste Factor eines jeden 
Gliedes einen Index besitzt, der grösser ist als v, so enthält noth- 
wendig der andere Factor C einen Index < v\ diese Glieder verschwin- 
den also wegen der Bedingungen (B) und es bleiben nur die Glieder 
TV übrig. Solche Glieder treten aber in einer Relation nur drei auf, 
nämlich nur, wenn k <= v, dann wird der erste Terra der Klammer 
67, ferner wenn A = v — 1, wobei der zweite, und endlich, wenn 
X — v — 2, wobei der dritte Term in C? übergeht. 

Dabei ist für A = v der Zahlencoefficient von C} dargestellt 

durch ( W 7 4 )(r~ t)' um * ,n ^ en De ^ en »»der« Fällen durch 
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so daas die Coefficientenrelation (II) übergeht in: 

w { ("7 4 ) ("il) - 4 £z\) (:zt) + » (:zi) « } - o. 

Da wir nun angenommen hatten C»^0, so müsste der zweite 
Factor verschwinden. Das ist aber im Allgemeinen nicht der Fall, 
vielmehr besitzt derselbe den Werth 

o ( .-s,(.-.)(;zl)(;zi) 

v{v— \){y — 2)(v — .'{) ' 
wie wir sofort zeigen können. 
Es ist nämlich: 

/ m\ / nt \ ( m \ ( m \ (m\ / m \ j m - l — H . i m l A \ 

\i)\i + 4)-[i+i)[i + *) = [i)\i+a) + l - l + i - 1 / 

• •' ..' - =(T)(4%)(»' + »)U 4 - 1 ; 1 ) 

— 3(wi-f- l) (m\( m \ - x l , '-»».• 

Ferner ist: 

/ mW m \ / m \* /«jW w» \ f m — Z — 2 , , »i-* — 1 ,1 
U + iJU + sJ "U + aj = UM* + 2/ l A + 3 + l_ A + 2 _l l 

. '-(m + l) /mW m \ 

Multipliciren wir diese Gleichung mit — 3 und addiren sie zur 
vorhergehenden, dann erhalten wir: 

("U^)-4?0Us)+4;*) s 

= 4-1 J (i+lHt+H _ (*) (* + ») } 
•>V»«-t- »M (l + 3) + (1+1,(1 + 4)1 

_»(- + «>(T)(^.) l!L -z ,._».-> 

(1 + 3)(1+1, 11 + 2 "•" 1+4 'l 

Ersetzen wir hierin »n durch n — 4 und X -f- 4 durch v, so geht 
diese Gleichung Uber in 

(:il)("7 4 )-4(:z;)(:=i)+ 3 (:_i) s 

» (y — 1 ) (y — 2) (v - H) » ^ ' 

was wir zu beweisen hatten. Die Grösse rechts ist stets von null 
verschieden, sobald n > 3, wie wir vorausgesetzt, und v solche Werthe 
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hat, dass überhaupt dieser Relation noch eine Bedeutung zukommt. 
Dies trifft nicht mehr ein, wenn v — 2, 3, n — 2, n — 3; und diese 
Fälle sind noch speciell zu untersuchen. 

Im Allgemeinen verschwindet der Zahlencoefficient von C7 nicht, 
folglich mus8 C t selbst verschwinden. 

187. Untersuchung dieser Greneßlle. Besitzt v den Werth 2, dann 
kann wegen der figurirten Zahlen in der Relation 

i— 0 

die Grösse X den Werth 0 nicht übersteigen. Die Relation geht also, , 
weil nach Voraussetzung 6' 0 = C\ = C r _i = 0, über in 

0~3(V)(V)^ = 3C S *, 

folglich: C 8 = 0. 

Besitzt v den Werth 3, so kann X die Werthe 0, 1, 2 an- 
nehmen. In der Relation verschwinden dann, weil nach Voraussetzung 
C 0 = C, = C 2 = Cy-i = 0 alle Glieder bis auf die Glieder 6' 3 2 , deren 
eines für X = 1 aus CW-i-* und deren anderes aus —4C\+i C St -i-* 

für X = 2 hervorgeht. • 

Der Zahlencoefficient von C 3 * wird also: 

3(V)(V) - * ("7 4 )(V) - - 3(»-4)(»-2). 

Dieser Zahlencoefficient kann in der That verschwinden, wenn 
n = 4, oder w = 2 ist. Im ersten Falle ist aber der Coefficient C\ 
bereits der vorletzte Coefficient C n —i, von dem wir überhaupt nicht 
behauptet haben, dass er verschwinden inuss, und im zweiten Falle 
existirt kein Coefficient C s mehr. 

Besitzt v den Werth n — 3, so geht für diesen Fall die Relation 
(I) über in 

0 =2 f ( n 7 4 )( 2w -To-i) {6'iC 2 ,_ ß _,-46W»G»-7-. + ^C', + ,^_^ )• 
Hierin inuss n — 4 Ä > n — G sein, gemäss der beiden figurirten 

Zahlen ( n x 4 ) resp. ( 2 n — 10*— l) • Die Grosse X kann also nur die 
Werthe n — 4, n — 5, n — 0 annehmen, und da nach Voraussetzung 
alle Coefficieuten von CV-i = 6'„— < incl. .abwärts verschwinden, so re- 
ducirt sich die Relation auf die beiden Glieder 

- 4 (,"=;)(:;-£) <?_ + * {:zt)£z$ = 

oder, was dasselbe ist, auf: 

!-4(V) + 3(''7*) ! )(.';_ s -0. 
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Der Coefficient von C*_s verschwindet aber nur für n = 4 oder 
« = 2, wie wir soeben gesehen haben. Im ersten Falle ist aber 
ohnehin auch C n ~ 3 = C t nach Voraussetzung null, und im zweiten 
Falle existirt C'„_3 überhaupt nicht. 

Besitzt endlich v den Werth n — 2, so kann wegen der figurirten 
Zahlen in der Relation: 

0 =2 C Ä *) (2 h -~8 - 1) ( & - 4 U+. + 3 C *»-«~> } - 

die Grösse A von n — 4 nicht verschieden sein; und da alle Coefficienten 
von C,_i = C B -3 incl. abwärts verschwinden, so reducirt sich diese 
Relation auf 

3(:zi)(:z:)^,-8a.-ö. 

d. h. 

e„_, — 0. 

ä Es mu8S also auch dieser Coefficient nach unsern Voraussetzungen 
verschwinden, während C_i und C H von null verschieden sein können. 
Ist dies aber der Fall, so reducirt sich f auf 

/* ist also dann eine der selbstverständlichen Formen. 

188. Formen f ohne mehrfache Wurzeln. Wir sahen soeben, dass 
keine Form f mit mehrfachen Wurzeln existirt, abgesehen von den 
selbstverständlichen Formen, welche der Bedingung (/*, ff = 0 ge- 
nügen. Es erübrigt also noch, die Formen mit einfachen Wurzeln zu 
untersuchen. Hiebei setzen wir f in einer Normalform voraus, in 
welcher 

(«,-0, C t -l f (7,-0, (1) 

was unter Adjunction einer Wurzel von f = 0 immer zu erreichen 
möglich ist, ohne der Allgemeinheit der Form Eintrag zu thun. Es 
lässt sich alsdann zeigen: 

„Ist der Grad n der Form f von 4, G oder 12 verschieden, 
so verschwindet, sobald (f, f)* = 0 ist, unter der Voraus- 
setzung (1) nicht nur C' ä , sondern auch C 3 , C K • • • C„, d. h. die 
Form f ist eine der selbstverständlichen Formen f = x*~ x y." 
Zum Beweise zeigen wir wiederum, dass, wenn alle Coefficienten 
C 3 , C 4 , . . . v > 1, verschwinden, auch der Coefficient C t ver- 

schwinden muss. Wir haben nur zu sorgen, dass in der allge- 
meinen Coefficientenrelation die Summe der Indices jedes Gliedes gleich 
v*\- 1 ist, damit stets ein Coefficient C,, i<v, mit einem Coefficienten 
C*, Jc>v, verbunden auftritt, abgesehen von den Gliedern C> C X . 

Gord»u, Iuvarianteu. II. 14 
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Während alsdann die ersten Glieder nach Voraussetzung verschwinden 
müssen, werden zunächst die Grössen C»C,^0 Bein, so dass, wenn 
gleichwohl die Relation (/*, ff = 0 bestehen soll, der Zahlencoefficieut 
von C t C\ nicht von null verschieden sein kann. Damit nun aber die 
Summe der Indices gleich v -\- 1 sei, setzen wir in der allgemeinen 
Relation p «= v — 3; sie geht dann über in 

und reducirt sich gemäss den vorausgegangenen Bemerkungen auf 

(:=D("T 4 )c.ft -4 (:-_-*) ("ö 4 )c,ft-o, (2) 

welche zwei Glieder aus ihr für A = 1 und X — 0 entstehen. 
Die Gleichung (2) geht aber°wegen C\ — 1 über in 

(:=!){ — 4-4.5£;}c,-0, 

oder 

," 3 (f = t){.-7 + i?)cV = 0. 

Verschwindet nun der Zahlencoefficient von C\ nicht, so muss 
C, verschwinden. Dieser Zahlencoefficient kann aber nur dann gleich 
null werden, wenn n ein Theiler von 12 ist, also wenn n gleich 4, 
6 oder 12 ist. Es können also ausser den selbstverständlichen Formen 
mit mehrfachen Wurzeln in der That Formen vierten, sechsten und 
zwölften Grades auftreten, welche der Bedingung (f, ff = 0 genügen. 
Wir wollen daher im Folgenden diese speciellen Fälle n = 4, G, 12 
noch eingehender untersuchen. 

189. Die Formen des Tetraeders und Octaedcrs. Wir setzen hier 
wie im Folgenden voraus, dass die Form vierten Grades welche 
der Bedingung 

ty = o 

genügt, wiederum in einer Normalform gegeben sei, in welcher 

C o = 0, C\ — 1 , C» s = 0 

ist. Dann liefert die Bedingung (/, ff = i = 0 unmittelbar 

C 0 C<- 4^ + 3^ = 0, 

oder 

-40,03 = 0, 

also 

Q — 0. 

Die betreifende Form f hat daher die Gestalt: 

f-yyAJ + W). (1) 
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Ich mochte hiebei erwähnen, dass man gewöhnlich die Tetraeder- 
form in folgender Normalform 

f= x * + Gmx*f + y A 

darstellt (vergl. Nr. 180), wobei m wegen i = (/', f) 1 «= 0 vermöge 
(ileichung (4) Nr. 180 den Werth 

besitzt Es ist dann 

f=*x* ± ■ tfif + tf. (2) 

Die Form (1) geht in die Form (2) über durch eine Transformation, 
deren Modul J der Gleichung 

^= - 9 , 

2»l' 

genügt, wobei q = t k j/ — * j = f* j/— 26' 4 , und £* eine dritte Wurzel 

der Einheit ist (Vergl. auch Nr. 181.) V^l 
Anmerkung. Das Product der beiden Formen 

/'= x* ± 2V- 'd>z t y* + y 4 

liefert die Würfelform x 8 -|- 14 a: 4 y 4 -f- y 8 . (Vergl. Nr. 141.) 

Um die Coefficienten der Form sechsten Grades, welche der Be- 
dingung (/', f ) 4 = 0 genügt, zu berechnen, gehen wir wieder zurück auf 
die allgemeine Coeffieientenrelation , die sich für w = 6 in der Form 

0 = 2(<> - *) (*) I Ci c ^~ i - 4a + , c '^ 1 + :jr; '+ 2 c *+*- 1 1 

darstellt. Wir erhalten aus ihr vier Relationen, für q — (), 1, 2, 3, 
wobei A entsprechend die VVerthe 0; 0, 1; 0, 1,2; 1,2 annehmen 
kann. Es ergiebt sich , wenn wiederum C 0 = 0, C t = 1 , C t — 0 ge- 
setzt wird: 

v«<~\ -4C,^ + 36y==o, (l) 

also C % = 0 ; 

2{c;,a-4rv; 4 + :-ir;r 3 j + 2 {G',c 4 - 4Cu; + :u;r 2 } ~=o, (2) 

also ( - 2.4 + 2)C I 6' 4 -0, 

d. h. r 4 = 0; 

{r;cv.-4C 1 a + :$6' ä c 4 j + 4|g\g,-4C 3 c 4 + 3C 3 3 } (3) 

+ {C,6 4 — 4rVH-3C ? 4 C 2 } =0, 
oder (— 4 + 4)C,Cf, = 0, 

d. h. C 5 braucht nicht zu verschwinden; 

2{C l C ( , - 4C\C 6 + 3G' 3 C 4 } + 2 {C,C, - 4C 3 C< + 3^} = o, (-1) 
d. h. 6« = 0. 

14* 
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■ 

Also hat das Octaeder die Form: 

r 2/ + Oy ) = /\ ' • 

oder für y $ = tyC f) y 

K f- J 

wo o eine Constante ist. (Vergl. auch Nr. 138.) 

190. Die IhosacJrrfonn. Tn derselben Weise wie vorhin, berechnet 
man der Reihe nach die Coefficienten der Form / ==a", welche der 
Bedingung (/', /')* = 0 genügt. Die allgemeine Coet'ficienteurelation 
wird hiebei 

0 -2 (?) ( A) I tt - 4 G +' °" ■■ + 3( W„ +s _; ) 

und es genügt, wenn wir hieraus die zehn Relationen bilden, die sich 
für p — 0 bis p = 9 ergeben. Unter der Voraussetzung (\ = 0, 
C, = 1 , C s = 0 findet man alsdann: 



Für 


p = 0 ist der Coefficient 


von 


(7, C.j 


die Zahl 


- 4, 


also C 3 = 0. 












C x (\ 




>• 


-24, 




C 4 «= 0 








» 


» 




» 


>? 


-48, 


>> 


'•5 = 0 




p = 3 „ 


» 


*' 


n 








0, 








€> = 4 „ 


>• 


■• 


■• 


<\c\ 


•• 




1GS, 


» 


a = o 




P = r > >, 




'■ 


)> 




" 


» 


33« 








P = 6 » 






V 


6', 


yy 




344, 




' ; = o 




€> = 7 „ 




r 


)f 




r 


>» 


192, 


» 


C l0 = <>. 



Für p = 8 ergiebt sich die Relation: 

(8-8 - 4) f/;,, + (28 2 — 45G 2 + 3-70 2 } C\? = 0 

= t , >0{C 1 C' n + 49tV} = 

oder 

('„ + 49(^ = 0. 
Der Coefficient 6',, ist also linear von C 6 - abhängig. Für p -- 9 
erhalt man endlich: 

SC.t',, =0. also C,, =0. 
Die Ikosaederforni ist demnaeh dargestellt durch: 

f=\2C i x n y + 12-11-7 Q' ^// ,: - 49 • 1 2C/ 1 , 
oder wegen C, = 1 

lj= xy(x» + 11 • 7^,^ - 49 <V Jy"). 



i 

Setzen wir hierin noch = YK y y, so erhalten wir die be- 
kannte Form: 
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* v l¥-f=zy>(* 10 + n*V--y. 10 )- 

Vergleiche auch Nr. 142, Anmerkung. 

191. Allgemeine Betrachtungen über die regulären Körper. Wir 
haben somit gesehen, dass die Formen 

f=xy(z™+ ll^y-tT) 

f=xy(x* + y*) 

/■ = + 2 *Y3^1/ 2 + 2/ 4 * » ^ 
und die daraus durch lineare Transformation hervorgehenden Formen 
die einzigeu sind, für welche (/*, f) A identisch verschwindet. Das 
Forraeusystem dieser Formen reducirt sich nach den in § 20 zu ent- 
wickelnden Gesetzen direct auf die drei Covarianten f, (f,f)' = II, 
((/*, ff, O = T und eine Invariante A. Da nun T eine schiefe Co- 
variante, so muss, weil sich das Quadrat derselben stets durch gerade 
Formen ausdrücken lässt, und aus Gründen der Homogeneitat in den 
Variabein für das Ikosaeder eine lineare Relation zwischen Il \ T 2 , 
ttir das Octaeder eine ebensolche zwischen f'*, H\ T 2 , und für das 
Tetraeder eine solche zwischen H 3 , T* bestehen. In allen drei 
Gleichungen treten natürlich noch gewisse Potenzen der Invariante A 
auf, damit auch die Homogeneitat in den Coefficienten gewahrt bleibt*). 
Denken wir uns nun jede der Relationen mit if J dividirt, so sind 

vft <-'JJ M 
i/ J ' iv > ip 

Formen nullten Grades in den Variabein, und wenn C, C lf C t geeignete 
Potenzen der betreffenden Invarianten, auch nullten Grades in den 
Coefficienten. Man nennt diese Formen von der Dimension null in den 
Variabein und Coefficienten die Parameter des Ikosaeders, resp. 

*) Zu den regulären Körpern gelangt man auch, wenn man diese Relationen 
als Definitionsgleichungcn auftaust. Halphen hat gezeigt (siehe „Memoire 6ur la 
r' Uuction des equations difterentielles Unfaire» aux forrnes integrables", Paria 1883): 
Die Formen, welche der Gleichung 

cj l + v t ir + c, V 1 - 0 

genügen, sind ausser den allgemeinen eubischen und biquadnitischen Formen noch 
Hie regulären Körper und die aus diesen Formen durch die Substitution x, *=qp(y), 
J, = ^(t/) hervorgehenden Formen. Ernennt die cnbisehen, biquadratischen und 
reguläreu Formen zum Unterschied von den übrigen „primitive Formeu". Diese 
primitiven Formon, sowie die aus ihnen durch die erwähnte Transformation her- 
vorgehenden genügen auch den Gleichungen: 

(f, T) - 9i n x , (T, u)- 9t r, (ii, n-Q>- r . (ii) 
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Octaeders oder Tetraeders und bezeichnet sie mit p. Man konnte 
ebenso den andern Quotienten jp als Parameter einführen; denn ver- 
möge der linearen Relation ist der eine bekannt, wenn der andere 
Quotient gegeben ist. 

Der Parameter p wird jedesmal null, wenn /' verschwindet; denn II 
und /' können im Allgemeinen keinen Factor gemeinschaftlich haben, 
da ja sowohl die Discriminante von f als auch die Resultante von H 
und /* eine Potenz der einzigen im System nicht verschwindenden 
Invariante A sein müssen. 

Wenn es also gelingt, diese Functionen 

II » V > n :i P > ii 3 — V 

umzukehren, also x = in Function von p darzustellen, etwa 

so ist damit auch unmittelbar die Auflösung des Ikosaeders, Octaeders 
und Tetraeders gegeben. Die Functionen #(p) nennt Klein die 
Irrationalitäten des Ikosaeders, Octaeders und Tetraeders. Die Be- 
rechnung der Ikosaederirrationalität verlangt die Auflösung einer 
Gleichung sechzigsten Grades, und ihre Darstellung ist nur auf 
transcendentem Wege möglich. Dagegen können die beiden andern 
durch Wurzelziehen hergestellt werden; wir wollen uns daher mit der 
Berechnung derselben nun beschäftigen uud zwar einmal für die 
Normalformen des Octaeders und Tetraeders, dann aber auch für die 
allgemeinen Formen sechsten beziehungsweise achten Grades. 

192. Berechnung der Octaederirrationalität ßr die Normalform. 
Die Covariante ü der Form 

/ = xy (x* + y*) 

besitzt den Werth 

H = g* + 14 *V + V*. (Vgl. Nr. 189, Anm.) 
Der Octaederparameter ist also, wenn wir die Invariante G x in 
die Grösse p hereinziehen, dargestellt durch 

x*y x (x* + y x ) x 

Die Grösse p = ^- genügt also einer trleichung vierundzwanzigsten 

Grades. Um sie zu lösen, dividiren wir zunächst Nenner und Zähler der 
linken Seite mit und erhalten, wenn wir im Zähler noch quadriren: 
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oder, wenn wir nun + ^ — »7 — 14 f / * (I) 

setzen: (17 — 12)* — p • t]\ ^ V^T,. (H). 

Hieraus läset sich 17 berechnen. Die Gleichung (I) liefert alsdann 

eine quadratische Gleichung für ~- 4 = £S£ so dass sich endlich § in 
der Form darstellt 

i.^t^w.,,,), (i„) 

wobei «* eine der vier Wurzeln -f- ]/-4- & und rjj eine der drei Wurzeln 
von (II) ist. 

193. Berechnung der Tetraederirrationalität für die Normalform. 
Wir bezeichnen das Tetraeder 

mit m, wenn das obere Vorzeichen, mit v f wenn das untere Vorzeichen 
gemeint ist. Die Hesse'sche Form H von u fällt dann mit v, und 
umgekehrt die Hesse'sche Form H von v mit u bis auf eine Gonstante 
zusammen. Die Gleichung für die Tetraederirrationalitat ist also dar- 
gestellt durch a 

,.-», 

oder 

Ä ( rMjn^ ^y' + y 4 ) = a/ 
<< (x'-aiv^V-f !/') p * 

Hieraus folgt, wenn « die dritte Wurzel der Einheit bezeichnet, 
nach bekannten Proportionsgesetzen: 



>>> 



t U — f * v f Vif — 



Weil aber £ — £* = i}/3 , 

su geht die linke Seite der Gleichung (1) über in 

4- y V 

Demnach erhält man: 



(i) 



oder nach bekannten Methoden 



• + |/-'^.; ' 
r >>V, - . 



r SV*-* 
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Die Tetraederirrationalität iat also schliesslich dargestellt durch: 

194. Auflösung der allgemeinen Octaedergkichung. Es sei nun 
eine Form 

/' = «o V + öö, V + ' *M x, 6 
gegeben, welche die Eigenschaft besitzt, dass 

(A f)< - o 

ist. Wir bilden den zugehörigen Octaederparameter 

Die gebrochene Function <p (#) ist vom nullten Grade in x, und 
wenn 6' — (/', f)*, auch vom nullten Grade in den Coefficienten. Bei einer 
linearen Transformation dieses Parameters hebt sich, da im Nenner und 
Zähler gleichviel Klammerfactoren sich befinden, die Transformations- 
determinante weg. 

Denkt man sich daher die Transformation von /' in die Normal- 
forni ausgeführt, wobei f(x) in f (y), H{x) in //'(y), <p (x) in <p'(y) 
und C in C übergeht, so besteht direct die Gleichung 

<p(x) = <p' (y) = q. (1) 

Die Grösse y ist die Octaederirrationalität, y = # (p) , oder auch 

y (2) 
Ersetzen wir nun die Variable x durch einen festen numerischen Werth 
g, dem der Werth ij von y entsprechen möge, so geht diese Gleichung 
über in: 

if-*(9(ö). (3) 

Ist insbesondere a eine Wurzel der Gleichung <p(%) — q = 0, so ist 
der dem a entsprechende Werth von y dargestellt durch 

0 = #(<p(a)). (4) 

Da nun <p'(y) durch lineare Transformation aus <p{x) hervorgegangen 
ist, so entspricht demnach dem Werthe 

l -f ka der Werth tj + Xß 

und die Gleichung (1) geht durch Substitution dieser entsprechenden 
Werthe über in 

V ($ + A«)-9'0, + W (5) 

oder 

Cf*(Z -fl«) C • P_^-f- 10 
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Es müssen demnach Zähler und Nenner beiderseits einander propor- 
tional seiD, d. h. es müssen die Gleichungen bestehen: 

H 3 (t + Xa) = m • H' 3 (tj + Xß). 
Hieraus folgt durch Vergleichung der Coefficienten von X 1 

cp(i)'fa(i)~~m-c.r 0?) 

H\i)H a {i)~m-H'\ri).H's(ri). 
Dividirt man die beiden Gleichungen, so kommt: 

c-t\i) H-\n) Bfa) - c-r (,)/-,(>,) ■ & (i) tf„(i) - o . (ö) 

Hierin ist j; eine Constante, etwa §j = 1 , ^ = 0. Berechnet man zu 
diesem Werthe von g die Grösse r\ vermöge r\ — # (<p (§)) , so liefert, 
weil auch ß =*■ <&■ (<p («)) = & (0) eine völlig bekannte Grösse, die Re- 
lation (6) eine lineare Bestimmungsgleichung für die Wurzel a der 
Gleichung tp (x) — 0 , deren Wurzeln mit den Wurzeln von fix) = 0 
übereinstimmen. 

Es ist also auf diese Weise möglich, die Wurzeln der allgemeinen 
Octaedergleichung rational durch die Wurzeln der Normal form und 
bekannte Grössen darzustellen. 

Anmerkung. Nach Art der Gleichung (6) lassen sich auch die 
Wurzeln der allgemeinen Ikosaederform durch die Wurzeln der Normal- 
form und bekannte Grössen ausdrücken. 

195. Auflösung der Gleichung vierten Grades. Ist die gegebene 
Gleichung vierten Grades f = 0 von vornherein eine Tetraedergleichung, 
d. h. genügt f der Bedingung (f, f)* — (ab)* — i = 0, so kann man 
genau das nämliche Verfahren zur Auflösung derselben einschlagen, 
das wir vorhin bei der Octaedergleichung verfolgten. 

Man kann indess auch die Auflösung einer beliebigen Gleichung 
vierten Grades 

mit Hilfe der Tetraederirrationalität bewerkstelligen. Der Gedanke, 
der uns hierbei leitet, entspringt aus der Thatsache, dass man, von 
einer Originalform f ausgehend, stets zwei Tetraederformen sich ver- 
schaffen kann, nämlich 

F,= J + XJ, F K =J + X,f, 
in denen /J das bekannte Symbol für die Hesse'sche Covariante und 



Digitized by Google 



218 Zweiter Theil. 

A, und A 8 die Wurzeln der Gleichung*) 

ij+i, = y + 2^' + iA" = 0 (1) 

bedeuten. 

Da nun und 2^, Tetraederformen sind, so müssen sie sich durch 
lineare Transformation in die Formen u = y t * -f 2 }/— 3 • y, 8 y, a + Vt 4 
und v = y, 4 — 2]/ — 3 y, 8 */* 8 + y 3 l bringen lassen. Alsdann ist: 

J + XJ~r.it (2) 
J + XJ^s-v, (3) 
wobei r und s noch zu ermittelnde Oonstaute sind. Zu ihrer Berech- 
nung können wir unter anderm die Hesse'schen Formen von (2) und 
(3) benutzen. Wir erhalten: 

Jj+x l / = r t .(H ) m) 8 

- 48 V ^3 o y ZTs 

= r 7ä » — r»---, - 

Es ist aber nach Nr. 171 ' V' 



Demnach hat man: 



(v-0 



'•'-6 



2rM ~ 3 

• V. 



Diese Gleichung ist eine Identität; es muss also insbesondere 
und 

( v _4)..siO (5 ) 

sein, vermöge der Gleichung (3). Ersetzt man in (5) die Grösse -g 
durch A t A a , was nach Gleichung (1) erlaubt ist, so kommt: 

Entsprechend ergiebt sich bei Bildung der Hesse'schen Form von 
(ileichung (3) 

A, = *».}!/- 3. (6) 



*) Man bemerke, dass die Discriminantc dieser Gleichung auch die Discrimi- 
nante der biquadratischen Form f = o* aelbst ist. (Vgl. Nr. 173.) - J 
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Aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt durch Division: 

\ ~ 7» 

und damit ist der Quotient — bis auf eine dritte Wurzel der Einheit 
vollständig bestimmt 

Behufs Auflosung der allgemeinen Gleichung vierten Grades ver- 
fahren wir nun ganz analog wie bei Auflösung der allgemeinen 
Octaedergleichuog. 

Wir lösen zuerst die Tetraederform J -\- k { f y deren Hesse'sehe 
Form durch A, — A 2 ) {J + X 2 f'\ dargestellt ist. Es ist alsdanu 
wie dort: 

wobei nun C— jj+i,/'> (*i — * 2 ) *i iat. Wegen der Gleichungen (2) 
und (3) erhält man sonach auch: 

Cr* u'iy) 
Die Tetraederirrationalität ist 

Jedem W T erth £ von x entspricht ein Werth r\ von y. Ist ins- 
besondere a eine Wurzel der Gleichung <p(x) =/pt=0, so entspricht 

ihr ein Werth \ ^ * 

0 = O(<p(O)). 1 ( 

Die lineare Gleichung zwischen a und 0 erhält man wie früher, nur 

tt tt* 

daas man hier einfacher die erste Polare von — statt von - 3 nehmen 

v v 

kann. Sie geht wie früher wegen 

f d + *i A 3 r 3 «* 3 



aus der ersten Polare 



\j(|)-f i,(/-|))„ e K i, ' Ufo)/, 

hervor, wobei t* eine dritte Wurzel der Einheit ist. Die sich hieraus 
ergebende Wurzel a ist eine Wurzel der Gleichung 4 + A t f — 0. 
Dagegen erhält man für q = C, also ß = ft((p(C)) die Wurzeln 
der Gleichung f = 0 ; denn wenn f verschwindet, geht (7) in die 
Relation 

über. 
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Durch die eben entwickelte Methode für die Auflösung der 
Gleichung vierten Grades könnte mau demnach, sohald man im Be- 
sitze von Tafeln für die Tetraederirrationalitiit 

wäre, die Wurzeln jeder biquadratischen Gleichung durch zwei- 
maliges Aufschlagen der Tafel und sonst rationales Rechnen er- 
mitteln. 
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Dritter Theil. 
Systeme einzelner und simultaner Formen höheren Grades. 

§ 20. Uebersohiebung von Systemen. 

1DG. Begriff des Systemes. Wenn wir eine Anzahl symbolischer 
Ausdrücke in ihrer Gesamintheit bezeichnen wollen, so werden wir 
dasselbe kurz mit dem Namen „System von Formen" belegen. Der 
Begriff eines Formensystems ist damit in seinen weitesten Grenzen 
gegeben. Die Formen desselben können einzelne symbolische Producte 
sein mit oder ohne Zahlenfactoren. Sie können aber auch ganze 
Aggregate symbolischer Producte repräsentiren ; nur wollen wir in 
diesem Falle voraussetzen, dass alle Glieder des Aggregates die 
gleiche Anzahl von Symbolen der etwa auftretenden Formen ent- 
halten. Das ganze System kann alle Covarianten und Invarianten 
eines simultanen Systems binärer Formen f lt f t , f z ... f n umfassen; 
es kann sich aber auch auf irgend eine durch gewisse Eigenschaften 
definirte Gruppe derselben beschränken. Dabei ist nicht nothwendig, 
dass alle Co- und Invarianten eines solchen Systems von einander 
unabhängig sind; doch werden wir im allgemeinen wenigstens die 
Annahme machen, dass keine eine ganze Function von andern Formen 
des Systemes ist 

197. Uebersohiebung zweier Systeme. Denken wir uns nun zwei 
solche Formensysteme mit je einer endlichen Anzahl von Formen ge- 
geben, einmal das System 

M*), M*) M*), (1) 
sodann ein zweites System 

b, ^ 6, 6, 

B x (x) , B t (x) , B, (x) ... B t (x), (II) 

wobei mit Ai(x), B{{x) irgend welche symbolische Producte oder 
ganze Aggregate von solchen bezeichnet sind, und die darüber ge- 
schriebenen Zahlen a h ft, ihren Grad in x ausdrücken. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, beide Systeme übereinander zu 
schieben. Wie wir früher die Ueberschiebung zweier Formen dadurch 
bildeten, dass wir an dem Product derselben alle möglichen Faltungen 
des betreffenden Ueberschiebungsgrades ausführten, so werden wir auch 
jetzt eine Ueberschiebung der beiden Systeme erhalten, indem wir 
irgend ein Product aus den Formen des Systemes (1) mit einem Pro- 
duct von Formen des Systemes (II) falten. 



ein Product aus den Formen des zweiten Systemes, wobei die Expo- 
nenten a if ßi irgend welche ganze Zahlen, Null nicht ausgeschlossen, 
bedeuten. 

Das Product U ist in x vom Grade 

a i a i + a t a * H a r «r ; 

das Product V vom Grade 



Um eine beliebige Ueberschiebung (II, V) r zu bilden, haben wir 
(vgl. Nr. 38) das Product (J ■ V auf alle möglichen Arten vma\ zu 
falten und die erhaltene Summe von symbolischen Producten durch 
die Anzahl ihrer Glieder zu dividireu. Jedes dieser Glieder besitzt 
einmal die alten, von vornherein dem ganzen Aggregat gemein- 
schaftlichen Klammerfactoren, die ja an der Faltung nicht betheiligt 
sind, dann aber auch v neue Klammerfactoren, in deren jedem ein 
Symbol des Systemes der Ai{x) mit einem Symbol des Systemes der 
Bi(x) verbunden ist; ausserdem enthalten diese Glieder im Allgemeinen 
noch Facto ren erster Art. Ist der Grad eines Gliedes der Ueber- 
schiebung in den Factoren erster Art aus dem Systeme (I) noch q, 
und ebenso in den Factoren erster Art aus dem Systeme (II) noch 0, 
dann müssen für jedes Glied und damit auch für die ganze Ueber- 
schiebung (U, Vy die Gleichungen bestehen: 



Ist umgekehrt ein Zahlensystem «, , ß it v gegeben, das diese 
Gleichungen befriedigt, so können wir uns auch dazu eine Ueber- 
schiebung der Producte U und V verschaffen. Denn durch die Ex- 
ponenten cti ist das Product U, durch die Exponenten ßi das Product 




b l ß l -f b t ß t -f « • • b, ß s 



ct, «, -f- «j, a 3 -f- a 5 a 3 • • • -f- a r a r = q -f- v 
&i ßi + h ßt + h ßs ' • • + b r ßr = ö + v . 



(1) 

(2) 
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V eindeutig bestimmt, und zwei solche Producte haben nur Eine 
Ueberschiebung vom Grade v. 

198. Umgrenzung der zu betrachtenden Ueberschiebttngen. Die 
beiden Systeme können natürlich auf diese Weise zu unzähligen Ueber- 
schiebungen Veranlassung geben. Denn die beiden Gleichungen (1) 
und (2) sind lineare diophantische Gleichungen mit den Unbekannten 
a if ß if v, und zwar solche (vgl. Bd. I, Nr. 187), die immer positive 
ganzzahlige Losungen besitzen. Jeder Ueberschiebung entspricht aber 
eine solche Lösung, und umgekehrt sahen wir soeben, gehört jeder 
positiven ganzzahligen Lösung eine und nur eine Ueberschiebung zu. 
Von dieser unendlich grossen Anzahl von Ueberschiebungen inter- 
essireu uns aber nu^jene, durch welche wesentlich neue Formen ent- 
stehen. Es werden nämlich wie früher bei der Systembildung ein- 
facher Formen die Ueberschiebungen in zwei Gruppen zu theilen sein: 
in eine erste Gruppe von Ueberschiebungen, bei denen die Faltung 
des Productes U • V kein zerfallendes Glied liefert, und in eine zweite, 
welche solche Glieder enthalten. Hierbei nennen wir ein Glied G 
ein zerfallendes, wenn man dasselbe in zwei Theile G x und G t 
spalten kann, von denen der eine, also auch der andere, ein Glied 
einer früheren, niedrigeren Ueberschiebung ist, oder auch ein Product 
ursprünglicher Formen. Die Ueberschiebungen der zweiten Gruppe 
aber können keine wesentlich neuen Formen liefern, da sich ja nach 
den allgemeinen Sätzen in § 3 jede solche Ueberschiebung durch dieses 
Glied und niedrigere Ueberschiebungen, also durch Bekanntes aus- 
drücken lässt (Siehe als Beisp. etwa Nr. 211.) Wir beschränken uns also 
auf das Studium der ersten Ueberschiebungsgruppe, deren Formen wir in 
diesem Paragraphen mit d bezeichnen werden. Von diesen Formen 
werden wir in der Folge vier Lehrsätze aufstellen, mit deren Hilfe die 
Endlichkeit des Formensystems einer binären Form sich einfach beweisen 
lässt. Hiebei bezeichnen wir als Form C\ nur ein einziges übrigens 
willkürliches Glied der betreffenden Ueberschiebung, die nach unsern 
allgemeinen Ueberschiebungssätzeu durch ein solches Glied vollständig 
definirt ist. 

199. Erster Lehrsatz: „Ist das System der Formen A t so- 
wohl als auch das System der Formen B t ein end- 
liches, so ist auch das durch Ueberschiebung ent- 
standene System der Formen Q endlich." 

Der Beweis wird mit Hilfe des im ersten Bande dieser Vor- 
lesungen § 15 bewiesenen Satzes erbracht, wonach ein simultanes 
System linearer diophantischer Gleichungen nur eine endliche Zahl 
einfacher Lösungen besitzt. Wir sahen nämlich soeben, dass jeder 
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Lösung der beiden diophantischen Gleichungen (1) und (2) Nr. 197 
eine und nur eine Ueberschiebung entspricht. Können wir also zeigen, 
daös jeder zusammengesetzten Lösung eine Ueberschiebung mit 
zerfallenden Gliedern zugehört und umgekehrt, dann können die Ueber- 
schiebungen mit nicht zerfallenden Gliedern, also unsere Formen C, , 
nur den einfachen Lösungen entsprechen. Diese sind aber nur in 
endlicher Zahl vorhanden, also auch die Formen C',. 

Angenommen aber, die Ueberschiebung (U, V)* enthalte ein Glied 

. G=G r G t , 

wobei G x und G i Glieder niedrigerer Ueberschiebungen vom Grade v x 
bezw. v 3 sind , so dass v = v x -f- v* > dann lässt sich zu jedem der 
beiden Glieder je eine Lösung L x = (a^, (W\ v x ), beziehungsweise 
= (aj 2) , , v^) angeben, welche diese niedrigeren Ueberschiebungen 
völlig bestimmen. Dabei ist alsdann, wenn L — (a, , ß i} v) die Lösung 
ist, durch welche die Ueberschiebung mit dein Gliede G = Gr, • G t er- 
halten wurde: „ „ _t_ „ '< 

«. =» „(0 + 

d. h. dio Lösung L lässt sich zusammensetzen aus den Lösungen L x 
und Is t . Umgekehrt: Ents})rechen den Lösungen L x und L t bezw. die 
Ueberschiebungen (7/, , V t ) r> und (6^, K s ) r », so entspricht der zu- 
sammengesetzten Lösung L — />, -{- Z> 2 nothwendig die Ueberschiebung: 

und diese enthiilt zerfallende Glieder. Denn unter den Gliedern, die 
aus dem Producte 

Ut v t v x v 2 

hervorgehen, indem man dasselbe auf alle mögl ichen Arten (i',-f-v s )-mal 
faltet, treten auch Producte von Gliedern auf, die entstehen, wenn man 
erst U x V x v,-nial und dann U s l\ v-mal faltet, die also Glieder der 
niedrigeren Ueberschiebungen 

(u lt v x y> und (u t1 v t y. 

darstellen. Es können also ifc der That die Ueberschiebungen ohne 
zerfallende Glieder nur den einfachen Lösungen entsprechen, und 
deren Anzahl ist eine endliche. 

200. Definition eines vollständigen Systemes. Wir nennen nun ein 
System won Formen A, ein vollständiges, sobald aus einer einzelneu 
Form oder einem Producte derselben durch Faltung keine wesentlich 
neue Form entstehen kann, sondeni immer nur Formen, welche 
ganze rationale Functionen der A { sind. 
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Solche* vollständige Systeme sind die bereits früher aufgestellten 
Systeme der Form zweiter, dritter oder vierter Ordnung. Jede Ueber- . v. 
Schiebung ( U, U') v zweier Producte U und V der Formen vi, ist also 
darstellbar in der Form 

(U, liy = F(A lt As, . . . Ar) = F(A<), 
wo F eine ganze rationale Function der Formen A, bedeutet. So ist 
z. B. für die Form vierter Ordnung 

(/^. . z/"' • t u > ■ i a > , /;*• • je* • v> • ^ • /»)» = ^, « , j). 

201. Zweiter Jdtrmtz. Sind die Systeme (vi) und (Jf) vollständige 
Formensysteme mit den Formen 

,.-'0 ■ vi,, vl 2 , vl.j, . . . vi, (1) 

• n„ jt n , . ]$„ (Ii) 

gelten also für diese die Bedingungen 

(U, uy = F{Ai) (1) 

(V, F')' = (2) 

dann führt wiederum die Ueberschiebung derselben auf ein drittes 
System selbstständiger Formen 

C lt C t , C 2f . . . Cp, (III) 

zu welchem selbstverständlich als nullte Ueberschiebungen auch die 
Formen der beiden ersten Systeme gehören. 

Von diesem System können wir behaupten: 

„Das System der Formen Q ist ein vollständiges, sobald die 
ursprünglichen Systeme (vi) und (B), aus denen dasselbe durch 
Ueberschiebung entstanden ist, vollständig sind." 
Unsere Aufgabe besteht darin, den Nachweis zu führen, dass auch 

für das System der Formen C h wie für die beiden ursprünglichen 

Systeme, die Gleichung besteht 

; (r, ry - (:!) 

wenn T und r' beliebige Producte der 6' sind. 

Nun entsteht jede dieser Ueberschiebungen (3) durch Faltung der 
^ in r enthaltenen Formen C, mit jenen, die sich in V befinden. Diese 
Formen C t sind aber aus Producten b\ der Formen vi, durch Faltung 
mit Producten F, der Formen 7>\ hervorgegangen. Also kann man 
sich auch die Form W direct durch Faltung eines Productes II- V 
entstanden denken, wobei einmal Faltungen an den Factoren vi, von 
U, sodann Faltungen an den ftictoren B { von V und endlich Faltungen 
der Factoren vi, mit Factoren Bi auszuführen sind. Bezeichnen wir 
das durch Faltuugen der ersten Art aus U entstehende Product 
mit U, das durch Faltungen der zweiten Art aus V entstehende mit 

Gerdau, Invarianten II. »16 



- 
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V, dann entsteht ? J f aus dem Producte U • V durch Faltungen der 
dritten Art, und kann somit als Glied der Ueberschiebung 

(D, ry>, g<v, 

angesehen werden. Daher lässt sich *F durch diese und niedrigere 
Ueberschiebungen dieser Art nach § 3 Nr. 44 darstellen, d. h. es ist 

(r, ry~2!( u > K >*'- 

Da aber U durch Faltung von Formen A i} V durch Faltung von 
Formen J5, entstanden ist, so kann nach Voraussetzung 



(4) 



gesetzt werden, und demnach ist 

(r, ry=^(F{A,) } 

weil aber die Functionen 7«' und *& rational und ganz in den Formen 
Ai bezw. Bi sind, also 

F = ^?A«>A? . . . A" r r = ^ V 

und weil die Ueberschiebung von Summen gleich der Summe der Ueber- 
schiebungen ihrer Posten ist, so wird endlich 

(r, r/-^(u, rf. (r.) 

Die Ueberschiebungen (U, F)c« sind aber nun entweder Ueber- 
schiebungen der ersten Gruppe, d. h. (vergl. Nr. 198) sie enthalten 
keine zerfallenden Glieder und wir können sie direct durch die Formen 
Cj ersetzen, oder aber sie enthalten zerfallende Glieder Cr, — G t • ö 2 ; 
dann ersetzen wir sie zunächst nach Nr. 44 durch G 1 • G., plus Glieder 
niedrigerer Ueberschiebungen (U, V) 1 , wo X < p,. Gleichzeitig 
führen wir alsdann auch für die Factoren G x wie G 2 die ihnen einzeln 
entsprechenden niedrigeren Ueberschiebuugeu nach demselben Satze 
Nr. 44 ein. Damit ist eine erste Reduction der rechteu Seite der 
Gleichung hergestellt. Diese Reduction werden wir nötigenfalls so 
lange fortsetzen, bis nur mehr nullte Ueberschiebungen, d. i. Producte 
der Ci auftreten. Die rechte Seite der letzten Gleichung lässt sieli 
also in der That auf eine Function der Formen C, successivc reduciren 
und die Behauptung: 

(r, ry^vidi) 

ist sonach erwiesen. 
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202. Definition relativ vollständiger Systeme. Es kann nun aber • 
auch der Fall eintreten, dass durch Faltung des Productes U der 
Formen A if die einem bestimmten Systeme (I) angehören, Formen U 
entstehen, welche der Gleichung 

U = F(A i )+^G-\V 0) 

genügen. Dabei ist F(A t ) wieder eine ganze rationale Function 

der A it ^ G • W aber ein Aggregat von symbolischen Producteu, 
deren jedes mindestens einen aus mehreren von vornherein bezeichneten 
Klammerfactoren G (oder auch ein Product solcher) zum Factor be- 
sitzt. Diese Gruppe von Klammerfactoren G nennen wir „Moduln" 
(vergl. Nr. 43) des Formensystemes (Ä), und sagen alsdann: 

„Das Formensystem (A) ist relativ vollständig in Bezug auf 

die Moduln G." 

Wir drücken dies durch die Gleichung (1) aus oder auch durch 
die Congruenz: 

U F{A t ) mod. G. (2) 

So bilden z. B. im Formeusystem der Form vierter Ordnung f = a* 
die Formen 

/ = oi , t = (a bf (ca) a x bl c'i 

J = (abf bl, j = (a bf (hc) 1 (ca) 1 

für sich ein relativ vollständiges System modulo(a&) 4 , insofern alle 

aus dem Product ,' / . r • ,<•" 

f l • J" ■ t* • j a = r .t! ' • * - . • ••••• * ■ 

« 

durch Faltung entstehenden Formen gauze Functionen dieser vier 
Formen sind bis auf Glieder mit dein Factor (ab)*. Wir drücken 
dies aus durch 

r - (r, ry - W '> J) +^u*jO Mr ' 

oder 

r=(r, ry f(/\ t,j) mod. (aby.*) 

203. Dritter Lehrsatz. Sind nun zwei Systeme (A) und (B) gegeben, 
deren jedes relativ vollständig mod. G ist, dann können wir wiederum 
durch Ueberschiebung derselben ein drittes System (C) erhalten. Von 
diesem System gilt der Satz: 

„Das System der Formen 0, ist relativ vollständig in Bezug 
auf die Moduln G, sobald es auch die beiden ursprünglichen 

*) Ks dürfte hiebei die selbstverständliche Bemerkung erlaubt sein , dass, 
wenn i (ab) 1 identisch uull ist, dieses relativ vollständige System zu einem 
absolut vollständigen wird. (Vergl. auch Nr. 209.) 

16* 
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Systeme (A) und (Ii) sind, aus denen das System (C) durch 
Ueberschiebung entstanden ist" 
Wir haben wiederum, wenn T und V zwei beliebige Producte 
der Formen 0, sind, die Richtigkeit der Gleichung: 

(r, r)- = ^(cn2 rö ' 

nachzuweisen. Der Beweis gestaltet sich analog wie der des zweiten 
Lehrsatzes. Zunächst schliessen wir ganz in derselben Weise wie 
dort, dass sich die Form (r, T'y als Glied der Ueberschiebung 

(F, iy, Q <v, 

darstellen lässt, wobei U und V Formen sind, die aus U resp. F 
durch Faltung der Formen Ai resp. B { entstehen. Es lässt sich dem- 
nach (r, l*y wiederum durch eine Summe von Ueberschiebungen 
vom Typus (U, V)'* darstellen, so dass man hat 

Nun ist aber nach Voraussetzung 
also wird 

(r, ry (f^a) + ic w 9 0 (JA) + 2; g • ir)* , 

oder nach Nr. 32, 

Der erste Term rechts reducirt sich in derselben Weise wie früher 
auf *y?(U, Vyti] die übrigen Terme auf Formen, welche die Moduln G, 

die ja als Klammerfactoren nicht gefaltet werden können, zu Factoren 
haben. Daher können wir die letzte Gleichung schreiben 

(r, r/-^(f;, ry*+J}G-Q. 

Die Ueberschiebungen (C/, V)to führen aber entweder wieder auf 
Formen (7, oder sind Ueberschiebungen mit zerfallenden Gliedern G, 
und wir können alsdann genau wie in Nr. 201 die allmähliche Re- 
duetion auf Formen Q vornehmen. Also ist in der That 

(r, ry. V((\) mod. 6'. 
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204. Vierter LeJirsatz. Von den Moduln, in Bezug auf welche ein 
erstes System (-4) relativ vollständig ist, können einige als Klanimer- 
factoren von Formen B { eines zweiten Systeines (B) auftreten. Wir 
wollen diese Moduln mit II, die übrigen des Systemes (Ä) mit G be- 
zeichnen. Es möge nun das System (.4) der Gleichung genügen: 

Ü=F(A) +^Ü>W +^G'W\ (1) 

Nehmen wir alsdann an, dass im System (B), das wir gleichfalls 
relativ vollständig mod. G voraussetzen, zu jedem der Moduln II eine 
entsprechende Form 2?, vorhanden sei, die neben Factoren erster Art 
nur diesen Modul als Klammerfactor hat, dann genügt System (B) 
immer noch der Gleichung 

wobei allerdings unter den Klammerfactoren von W" auch Moduln II 

vorhanden sein können, die wir jedoch hier neben den Moduln G 

nicht weiter hervorheben wollen. 

Durch Ueberschiebung beider Systeme (A) und (B) entsteht ein 

drittes System (C). Von ihm gilt der Satz: 

„Genügt das System (4) der Gleichung (1), das System (B) 
aber, das je eine Covariante besitzen möge, die je einem 
Modul H von (^1) entspricht, der Gleichung (2), so genügt auch 
das System (C) der Gleichung 

(r, ry - i\c,) o • w", 

d. h. es ist relativ vollständig raodulo G" 
Ehe ich den Beweis antrete, will ich den Fall durch ein Beispiel 
illustriren. Im System der Form /'=oJ bilden, wie wir demnächst 
sehen werden, die drei Formen 

für sich ein in Bezug auf die beiden Moduln (ab) 1 und (ah)* relativ 
vollständiges System (A), d. h. es ist: 

■ ' 1 "'^ - F(f, II, o +2 (abY ■ w+2 <«*r . ir. 

Stellen wir diesem System (A) das volle System (B) der biquadrati- 
schen Covariante k = (/, f f = («&) 4 a*6* von f gegenüber 

B x = k , B, = (A , *)', B t = (k, hf\ 

(*, m, jy 5 = ((/r, ky, ky]' 

so ist dasselbe gerade ein System mit einer Form (nämlich der Grund 
form selbst), die den Modul (abf besitzt, und das im übrigen, 
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wie der nächste Paragraph schon lehren wird, relativ vollständig ist 
niodulo (aby. Durch Ueberschiebung beider Systeme entsteht da» 
System (C), welches der Gleichung genügt: 

(r, n , -w+2'( fli ) Mr 

Wir werden sehen, dass dieses System (C) zusammen mit der 
Invariante (abf selbst, gerade das volle System von /'= a* bildet 

Der Beweis unseres Satzes gestaltet sich nun wie die beiden vor- 
hergehenden. Es ist wiederum zunächst: 

(r, ry=^(ü, ?>, *<* 

{F(A.) + 2://. w + • ir, + ig . wy , 

oder: 

(r , n- = V(fw,*(;/ ( ))h *W)) Qi +2°'Q- W 

Hierin führt der erste Term rechts in bekannter Weise auf Formen 
Cr, der dritte besitzt nur Formen, welche Moduln G zu Factoren haben. 
Es erübrigt also nur die Discussion des zweiten Termes. Nun kann H- W 
als Glied der Ueberschiebung (B if U x ) 1 erhalten werden, eben weil 
der Modul H auch einer Form B { als Klammerfactor angehört (vergl. 
Nr. ^15)7 und lässt sich folglich durch solche Ueberschiebungen dar- 
stellen. Man kann daher statt des zweiten Termes auch schreiben: 

22(w> ".)'*. *(*■))"'• 

Die Glieder dieser Ueberschiebungen entstehen durch Faltung aus 
Producten 

2/.-. t/,. 

also aus Producten, die eine Form B, mehr als das ursprüngliche V 
und demnach eine Form A { weniger als das ursprüngliche Product 

Ü in der Gleichung (T, F') 9 = (Ü t V)?< enthalten. Ersetzen wir 
nun das gegenüber U reducirte Product U x durch seinen Werth 
1\{A) + V 11 -f V G- HV, wobei in jedem dieser drei Terrae 

eine Form A { weniger betheiligt ist als in (1), so gelangen wir genau 
durch dieselben Schlüsse wie bisher zu einer abermaligen Reduction 
des zweiten Termes in (3), indem derselbe hiedurch auf Producte 
zurückgeführt wird, dio aus 

B k B r U,' <1>(B,) 
durch Faltung entstehen. Hieriu besitzt das Product L\ abermals 
einen Factor Ai weniger als IL Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Verfahrens wird schliesslich der Ausdruck 
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in (3) auf eine Summe von symbolischen Producten reducirt, die nur 
mehr durch Faltung von Producten der B, also durch Faltung einer 
Grösse V entstehen. Dies liefert aber nach (2): 

oder, weil die Formen 2?, zu den Formen C, gehöreu: 

■ 

Somit ist auch dieser Term he <t> (C.) mod. G und damit die ganze 
rechte Seite der Gleichung (3), was zu beweisen war. 

§ 21. Beweis für die Endlichkeit des Formensyetems 

einer binären Form. 

205. Gedankengang des Betveises. Der soeben bewiesene Satz 
bildet nun die Grundlage des von Gordan zum ersten Male im G9. Bande 
des Borchardt sehen Journals bewiesenen Fundamentalsatzes: 

„Jede binäre Form besitzt ein endliches System von Covariauten, 
durch welche sich alle unendlich vielen übrigen rational und 
ganz darstellen lassen." 

Ehe wir hier zum Beweise schreiten, will ich versuchen, dessen 
Gedankengang klar zu legen. 

Denken wir uns sämmtliche Covariauten von f = a* gefunden 
und in den Symbolen o, b, c . . . der Form /* dargestellt. Jedes ] 
! dieser symbolischen Producte können wir nach § 1, Nr. 11 so um- ; 
formen, dass die in ihm zumeist auftretende Potenz eines Klammer- : 
jfactors, etwa des Factors (ab), eine gerade ist. Ist dann g die ! 

grösste in J enthaltene ganze Zahl, so können wir sämmtliche Co- 

varianten von /' in folgende g Klassen eintheilen, wobei die späteren 
Klassen alle Covariauten der früheren umfassen. Die erste Klasse 
enthält alle Covariauten mit dem zumeist auftretenden Klanimerfactor 
(a&)°; wir bezeichnen sie als System (A m ) und erkennen, dass es nur 
aus der üriginalform f '= a n r allein bestehen kann. 

Die zweite Klasse enthält alle Covarianten, deren zumeist auf- 
tretender Klammerfactor höchstens (o6) s ist; wir bezeichnen sie als 
System (A™). 

Das System (A {i) ) wird sodaun alle Covarianten umfassen, deren 
zumeist auftretender Klammerfactor höchstens (a&) 4 ist etc., und end- 
lich das System (A®) alle Covarianten von /* überhaupt, da ja keine 
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Covariante einen höheren Klammerfactor als (ab) 2 * besitzen kann, 
insoferne eben 2y = n, oder »i — 1 ist. Jedes solche System 
(A lk) ) ist relativ vollständig in Bezug auf den Modul (a6) 2i + 2 j 
und alle höheren Potenzen von (ab). Denn durch Faltung eines 
Productes vou Formen Af ] können nur symbolische Producte entstehen, 
deren zumeist auftretender Klammerfactor (ab) 2 ?, p<Ä;, ist, und sym- 
bolische Producte mit dem Factor (ab) 3 ?, Q>k. 

Da nun aber das System (A&) sämmtliche Co Varianten ent- 
halten soll, deren zumeist auftretender Klammerfactor höchstens (afc)** 
ist, so kann die erste Sorte von Producten nur wieder auf Formen 
A (k) führen, und es ist demnach in der That: 

im F(Af) mod. (ab)*+*, (a6)*+* etc., 
und insbesondere 

(jm F(Af) mod. (<z&)**+i , 

wobei (A {v) ) das volle System von f=a^.*) 

Hiebei ist das erste System (A. (0) ) endlich; denn es besteht aus 
der Form f allein. Gelingt es uns nun durch Ueberschiebung des 
Systcmes (A m ) mit einem andern gleichfalls endlichen Systeme (B m ) 
das System (-4 (!) ) zu erhalten, und weiter durch Ueberschiebung des 
Systemes (A (li ) } das nun nothwendig nach Nr. 199 gleichfalls endlich 
ist, mit einem endlichen System (-B 0 *) das System (A™) zu er- 
zeugen etc. etc., so ist der Beweis der Endlichkeit geliefert. Solche 
brauchbare Systeme (Ji<*>) liefert aber sofort der bereits in Nr. 43 
geschilderte Process, und ich gehe nun dazu über, diese Bild- 
systeme aufzustellen. 

20G. Aufstellung der IiiMsystetne (#<*>). Es sei Af irgend eine 
Form des Systemes (A (k) )\ sie sei durch eine gewisse Anzahl Faltungen 



*) Beispiel. Bei Formen vierter Ordnung besteht das System (J (0) ) aus der 

Form 

f ^ «» • 

das System (A (1) ) aus den Formen: 

f, t, j; 

das System (Ä i2) ) an« den Formen: 

f, h J, *, 

uod es ist: 

U {,}) - - F(f) +J?(ab)*.W 

L'W F(f, J, t, j) + V M) 4 • W (vergl Nr. 202) 

_ F(f, J, t,j, i). 
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aus einer Potenz fa = a£ • • • r n x gewonnen worden. Nehmen 

wir nun genau dieselben Faltungen an der p ,el! Potenz der Covariante 
y = ( a &)2*+2 0 *-s*-2 fc *-5U-s vor, was (vergl. Nr. 43) auf mehrere 

Weisen möglich ist, so entsteht wiederum eine Covariante von f, die 
wir mit B {k) bezeichnen. Wir sagen: die Form B\ k) ist nach dem 
Modell A {k) aus der Covariante <p = (f, /') 2 *+ 2 gebildet worden. Auf 
dieselbe Weise können wir nach jeder Form des Systemes (A w ) ein 
Bild herstellen, so lange der Grad der Covariante y grösser oder 
gleich n ist, und wir nennen alsdann die Gesammtheit dieser Formen 
ein System (BW). Nur wenn der Grad 2n — Ak — 4 dieser Form 
<p kleiner wird als n, kann diese Operation unausführbar werden, da 
alsdann tp? möglicher Weise nicht mehr die nöthige Anzahl Factoren 
erster Art besitzt, durch deren Faltung das Bild B\ k) nach dem Muster 
von A ik) entstehen soll. In diesem Falle aber nehmen wir alsdann 
die vollen Systeme der Formen niedrigerer Ordnung, also der Formen 
(»— l)*», (n— 2) tcn etc. Grades zum Muster für die Bildung des 
Systemes (B w ). Da wir die Endlichkeit des Systemes einer Form 
» Wr Ordnung beweisen wollen, so dürfen wir die vollen Systeme der 
Formen niedrigerer Ordnung als endliche annehmen, wie wir dies ja 
auch in der That bei Formen ersten bis vierten Grades gesehen haben. 

Um zu wiederholen: Ist k < 4 1, so stellen wir das System 

nach dem Modelle der vorhin Nr. 205 definirten Systeme (A w ) 
an der Form <p = (/*, her. Alle spätem Systeme (B (k) ) haben 

die vollen Systeme (A (k) ) der Formen niedrigeren Grades zum Muster, 
die wir als endliche Systeme voraussetzen. Die Systeme (A w ) von 

& = 0 bis h<" — 1 genügen, wie wir in Nr. 205' gesehen, der 
Congruenz: 

j/w - F(A™) mod. (afe)"+ a , (aby k +*, etc.; (1) 

die spateren Systeme (A (k) ) aber, als endliche Systeme, der Gleichung 

r/w = F(Jw). (2) 

207. Eigenschaft der Bildsysteme (#<*>). Wahrend so die Modell- 
8ysteme, wenn sie nicht a priori endlich sind, der Congruenz (1) ge- 
nügen, befriedigen sämmtliche Bildsysteme die Congruenz: 

Ü k - F(A\») mod. (ab)***, («6)"+« ... (3) 

Dies erkennt man für die Systeme (B {k) ) f k > £ — 1, unmittelbar. 
Denn ihre Modellsysteme genügen der Gleichung (2), d. h. zwischen 
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den Formen des Systemes und einer Form UM, die aus ihnen durch 
Faltung entsteht, besteht die Relation: 

Fw -~F(A} k >) =0. 

Jedes Bild derselben ausgeführt an <p = (/', f) 2k + 2 genügt alsdann 
nach Nr. 43, (3) der Relation: 

K<*» - J/(iyj) =r- o mod. (aby- k +*, 

d. h. es ist: 

V^~F(ßf) mod. (a6)«+*. 

Für die übrigen Systeme (#*>) von = 0 bis Jfc< " - 1 er- 

giebt sich die Richtigkeit unserer Behauptung auf folgendem Wege. 
Wir schreiben wieder die Congruenz (l), welcher ihre Modelle genfigen, 
in der Gleichungsform: 

</<*) - l\Af) ~^J(abY L +* \\ r -^(aby^ W 0, (4) 

und erkennen in ihr eiue Relation von symbolischen Froducten, dereu 
Glieder sich weder gegenseitig aufheben, noch einzeln verschwindet]. 
Von einer solchen Relation haben wir in Nr. 43 gezeigt, dass ihr 
Bild hergestellt an der Form <p = (/', /') 2 *+ 3 sich darstellen lüsst durch 
symbolische Producte, die mindestens (a6) Ä + 4 als Klammerfactor be- 
sitzen. 

Nun ist das Bild von L r <*> die Form F<*>, das Bild von F(A[ kl ) 
die Function F(B] k >) , J dabei seien die Formen 2? w , die ja auf ver- 
schiedene Arten nach dem Modell A'f hergestellt werden können, so 

gewählt, dass die Bilder des dritten Termes ^ (ab)- k + 2 W, und auch 

der späteren, die Form annehmen 

^ (ab)* k +* (an^ - W, etc.; (5) 

dies ist immer möglich, weil ebenso wie der dritte Term in (4) durch 
mindestens (2k-\- 2)-malige Faltung aus /V «= °£&* c * • • * r % f auch das 
Bild durch mindestens (2k -f- 2)-malige Faltung aus 

entstehen muss. Allein alle symbolischen Producte, wie sie in der 
Summe (5) auftreten, lassen sich durch andere Producte darstellen, 
die mindestens den Factor (a6) 2fr+4 besitzen, wie wir in Nr. 98 aus- 

führlich gezeigt haben. Es ist also für k < — 1 zunächst: 
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V {k ' - F(BM)-^(aby i +* (aarf*** W (a&) 2 *+' («a l ) 2H_l W' ' • 

= 0 mod.(a6)"+*, 

oder weil vom dritten Terme links incl. ab alle Producte den näm- 
lichen Modul (fl als Factor besitzen: 

VW=eF(&*>) mod. (abf*+*, (a6)*H-« e tc. 

208. Rückblick. Wir haben so die Gesammtheit aller Covarianten 
von f in doppelter Weise eingetheilt: Einmal in Systeme {AS k) ) relativ 
vollständig modulo (afc) Ä *+ 8 , (ab)*** 4 , etc. Dann in Systeme (-B ( *>), 
welche die gleiche Anzahl von Formen enthalten, wie das 
entsprechende Modell (A^), welche ferner relativ vollständig sind 
modulo (ab)**+ 4 , (a6) 2i + 6 ... etc., und welche endlich jedesmal mindestens 
eine Form enthalten, die den niedrigsten Modul (ab)*** 2 des Modell- 
systemes A (k) zum Factor hat. Denn (B w ) hat immer die jeweilige 
Form <p = (/", /*) 2 H-a als Originalform. Je zwei Systeme (A [k) ) und 
(R k) ) sind also gerade zwei Systeme, wie sie der vierte Lehrsatz 
Nr. 204 voraussetzt und durch Ueberschiebung derselben entsteht 
sonach ein relativ vollständiges Covariantensystem von /, das als 
niedrigsten Modul den Modul (a6) s *+* besitzt, d. h. das System (A<*+U) 
der Form f. Und darin liegt der Hauptschritt des Beweises für den 
an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Lehrsatzes. 

209. Beweis der Endlichkeit des Formensysttmes. Nachdem wir 
nun gesehen haben, wie durch die Hilfssysteme (JB (A) ) aus einem Systeme 
(A^) das nächst höhere System vermiitelst Ueberschiebung 
erzeugt wird, erübrigt uns nur mehr, dass wir uns von der Endlich- 
keit der einzelnen relativ vollständigen Systeme {AW) überzeugen. 
Daraus folgt dann von selbst die Endlichkeit des Systemes (A&>), 
d. i. des vollen Systemes von f. Nuu besteht aber das System (A {0) ) 
aus der Form /' allein und demnach das Bildsystem (2? 0) ) aus 
(p = (ab)* aj~ 2 i>*~* allein; durch ihre Ueberschiebungen entsteht das 
System (A< 1) ), das somit endlich ist, weil es die Systeme (A [0) ) und 
(B (0) ) waren. Nach dem Muster (A {1) ) bilden wir es enthält 
dieselbe jmdliche Anzahl von Formen wie (A ili ) und durch Ueber- 
Bchiebung beider entsteht das endliche System (A^) etc. etc. So ge- 
langen wir schliesslich zum vollen System {A is) ) t von dem wir nun 
erkennen, dass es in der That endlich sein muss. In diesem Systeme 
(Ad) treten freilich im Allgemeinen noch viele überflüssige Formen 
auf, d. h. solche, die sich rational und ganz durch die übrigen des 
Systemes ausdrücken lassen. Dieselben zu erkennen bleibt immer eine 
der Hauptaufgaben bei der wirklichen Systembildung. Sollte eine 
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Form /"= a H £ so* beschaffen sein, dass (f, /') 21 + 8 + 2 c, (» = 1,2,... 
identisch verschwindet, dann bildet natürlich bereits das System 
das vollständige System von f. (Vergl. die Systeme der 
regulären Körper § 19).*) 

§ 22. Das Formensystem der Form fünfter Ordnung. 

210. Aufstellung der Systeme (Ä^) wid (!?<*>). Die eben ent- 
wickelte Theorie wollen wir nunmehr durch die Aufstellung des Formen- 
systemes einer Form fünfter Ordnung erläutern. Das Forniensystem 
A w ist dargestellt durch die Form 

<^ (0) ) 

das Formensystem (I? (0) ) durch die Form 

Die Ueberschiebung beider Systeme liefert das System {A (x) ). Die 
Formen dieses Systemes sind also enthalten iu dem Ausdruck 

v - (f , an irr) 1 ■ 

Es handelt sich nun zunächst darum, jene Ueberschiebungen aus- 
zuscheiden, welche zerfallende oder reducible Glieder enthalten. Hieher 
gehören in erster Linie alle jene, für welche A > 1 ist, welche Werthc 
auch a > 0, ß > 0 haben mögen. Denn diese Ueberschiebungen ent- 
halten Glieder mit den Elammerfactoren (a&) 2 (ac) a . Solche symbolische 
Producte sind aber bereits (nach Nr. 98) 0 raod. (ab)*. v 

X kann also nur den Werth 1 besitzen; in diesem Falle darf aber 
wiederum a oder ß nicht grösser als 1 sein, da ja alsdann schon f 
und <p allein den zur einmaligen Faltung nöthigen Factor erster 
Art liefern, während die übrigen Factoren f und q> nur multiplicativ 
zum Faltungsglied hinzutreten und so dieses Glied zu einem zer- 
fallenden Gliede machen würden. 

Die einzige neue Form, welche sonach durch die Ueberschiebung 
der Systeme (A™) und (B°>) entsteht, ist die Form 

*) Im 100. Bande de« Crelle'achen Journals hat neuerdings auch Herr Mertens 
einen Beweis für die Endlichkeit des FormensyBteins erbracht. Indem er voraus- 
setzt, dass das System S der Form p = a* endlich sei, bildet er zunächst das 
simultane System von p und einer linearen Form ct u . Mit Hilfe von diophanti- 
schen Gleichungen zeigt er, das dieses System eine endliche Anzahl von Formen 
B enthält, welche in den Coefficienten von p und a, vom gleichen Grade sind. 
Nun identificirt er die Form f = A"* 1 mit p • «, =■ p* • a lx , indem er «, ah» den 

einen und p" als das Product «^«^ • • • «„4-1, x ^ er übrigen linearen Factoren 
von f betrachtet 

■ / 
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* - v, (/; m - {amca)«ivA - %' ■ (<> «fh 

und das System besteht somit aus den drei Formen 

f, {f, ff, ify (f, //)• 

Dies galt schon bei den Formen dritten und viertes Grades und 
gilt auch noch bei höheren Formen. Für die regulären Körper ist 
das System (A (l) ), abgesehen von einer Invariante, das volle System. 

Nach diesem Modelle wäre nun an der Form 

das System (B (l) ) : 0 mod. (ab) u zu bilden. Da jedoch % bereits eine 
Form zweiter Ordnung ist, so muss man das System einer Form 
zum Muster nehmen, das nur aus den Formen a* und (ab)' 
besteht. Demnach enthält (B (x) ) die beiden Formen • : . 

(BW) f f ' * ; i; (», iy = (ofc) 4 (c<0 4 («<?)(&<*) = -4. 

Dieses System ist 0 mod. (ab)*. Durch Ueberschiebung des- 
selben mit (A w ) erhält man somit das vollständige System (A m ) der 
Form f =a>. 

211. Ueberschiebung der Systeme (4<»>) «tu? (£<'>). Unsere nächste 
Aufgabe besteht nun wiederum darin, aus den Ueberschiebungen 
(tf, V) 1 jene auszuscheiden, welche zerfallende Glieder enthalten. Zu 
dem Zwecke untersuchen wir zuerst die Ueberschiebungen einzelner 
Formen aus beiden Systemen, sodann die Ueberschiebungen von Pro- 
dueten U mit Producten V. Wir beginnen mit den Ueberschiebungen: 

Ist hier ft = 1, so ergeben sich von X = 1 bis X = 5 Ueber- 
schiebungen ohne zerfallende Glieder, nämlich die Formen 

(f, 9. (/"> •')*, (/". •Y, (/", '")', (A <*)•, 

wovon man sich leicht überzeugt, wenn man das Product 

f-* 

bezw. 1, 2, 3, 4, 5-mal auf alle möglichen Arten faltet 
Bei sechsmaliger Faltung des Productes 

r ■ *' 3 = <5 • • («6)* «, & x • («, ft,) 4 « ljt b lx . («, 6 a )- & to 

entstehen dagegen zerfallende Glieder; so z. B. wenn man die vier ersten 
Factoren c x mit den vier Factdren a x b x a Vt b Xxt und zwei Factoren d z 
mit Os, bu faltet. Das so entstehende Glied der Ueberschiebung 
(P, t 8 ) 6 ist nichts anderes als das Product zweier Glieder niedriger 
Ueberschiebungen, nämlich der Ueberschiebungen 

(f, ,y und {f, o«. 
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Ganz ebenso zeigt man, dass die Ueberschiebungen 

(f, o 7 , (r, *y, (r-, 

zerfallende Glieder enthalten. Dagegen liefert die Ueberschiebung 

wie man leicht wieder durch den Faltungsprocess erkennt, keine zer- 
fallenden Glieder; sie ist eine Invariante vom Grade 12 in den Coefti- 
cienten von /'. 

Wenn man nun weitere Potenzen von i mit / 3 , / M , . . . etc. zur 
Faltung bringt, so sieht man, dass immer Glieder hiebei gebildet 
werden können, welche diese Invariante zum Factor haben. Wir er- 
halten sonach von dieser Seite aus keine neuen Formen mehr. 

Die Ueberschiebutujen (g> M , i") 1 . Nicht zerfallende Glieder ent- 
halten die Ueberschiebungen: 

wie man wieder unmittelbar aus den entsprechenden Faltungsprocessen 
erkennt. Hiebei liefert die letzte Ueberschiebung eine Invariante vom 
Grade 8 in den Coefficienten von f. 

Bei allen weitern Ueberschiebungen von Potenzen der Form <p 
mit Potenzen von t kann man sich stets durch Faltung Glieder ver- 
schaffen, welche diese Invariante zum Factor hab^n, so dass die Reihe 
der Formen, die hier entstehen konnten, ebenfalls abgeschlossen ist 

Die Ueberscliiebungen Qp, Hier enthalten alle ungeraden 

Ueberschiebungen von t über t, i 2 , « 3 , i 4 , r', ausgenommen die neunte 
Ueberschiebung, stets reducible GKeder. 

Denn setzen wir einen Augenblick 

■ " ( ; 

t = {cd?(cc)cldlc* Xi / 

so tritt bei diesen ungeraden Ueberschiebungen stets ein Glied auf 
mit den Faltungen 

(ci) (ce)i x c x . 

Dieser Theil des Gliedes kann aber nach dem Productsatz in die 
Form gebracht werden: 

(et) (ce) i x c x = { { (ciy e x '+ (cey H - (•>)' cj } , 

und wenn man daher die rechte Seite für die linke in das betreffende 
Glied substituirt, so spaltet es sich in drei zerfallende Glieder. 
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Dagegen tritt bei den geraden Ueberschiebungen kein solches 
Glied auf, weil hiebei jedesmal alle Factoren erster Art i x , und ebenso 
keines bei der neunten Ueberschiebung, weil hier alle Factoren erster 
Art t T aufgebraucht werden. 

Wir erhalten sonach aus den Ueberschiebungen mit C die Formen 

Weitere Ueberschiebungen brauchen hier nicht mehr uutersucht 
zu werden, da das Quadrat der Form t, welche ja Functional- 
deterininante ist, durch niedrigere Formen -weh ausdrücken lasst 

i 

212. Die Ucberschiebunym von Producten von Formen. Es erübrigt 
also nur noch die Ueberschiebungen der Form in Über das Product 
der Formen 

f* • <pt • tr 

zu studiren. 

Hiebei kann aber, da t quadratisch ist, also bei Faltung sich 
seine Linearfactoren höchstens auf zwei Formen vertheilen lassen, 
stets einer der Exponenten gleich null genommen werden. Von den 
sich so ergebenden drei verschiedenen Producten 

/r.o/, p-q»*, f"-t Y 

können die beiden ersten unberücksichtigt bleiben, da sie je eine Form 
geraden und je eine ungeraden Grades enthalten und somit stets die 
Linearfactoren von ia bei Faltung zunächst auf alle Factoren erster 
Art von <p vertheilt werden können, so dass eine Potenz der Invariante 
(qp, t 3 ) 6 als Factor auftritt. 

Sonach bleiben nur noch die Ueberschiebungen 

zu studiren. Dabei inuss 2p sowohl als k den Grad 9 von t über- 
steigen, da ja sonst a priori zerfallende Glieder in der Ucberschiebuug 
auftreten, nämlich die bereits in das System aufgenommenen Ueber- 
schiebungen von t über 

Setzen wir in erster Linie « = y = 1 . Die Ueberschiebungen 

" * ;Jf if'h «T» (f-t, *T, (f-t, i'Y; (f-t, 

enthalten Glieder, welche in Producte von Gliedern zerfallen, die bereits 
betrachteten Ueberschiebungen angehören. Um nur ein Beispiel an- 
zuführen: die Ueberschiebung (f • t, t°) u enthalt ein Glied, in welchem 
die sechs Factoren erster Art von r l mit sechs Factoren von t zur 
Faltung kommen, wahrend von den übrigen sechs Factoren fünf mit 
^ f gefaltet werden. Dieses Glied ist also ein Product zweier Glieder, 
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welche den Ueberschiebungen 

(#, bezw. (f, i*f 

angehören. 

Dagegen liefert die Ueberschiebung 

(/.*, iT 

eine neue Invariante, die wir mit II bezeichnen wollen. Ueber- 
schiebungen höherer Potenzen von f und / brauchen nicht betrachtet 
zu werden; denn jede solche Ueberschiebung enthalt immer Glieder, 
die R als Factor haben. 

213. Ueberblick über das*vollstündige Formensystem von f = aj. 
Wir haben somit das ganze Formensystem der Form fünfter Ordnung 
aufgestellt. Es besteht aus den 23 Formen: . 

1) /) 9 = (A ff) t - if, (f, ff); •* = (/> /)S ^ = (*, o« 

2) (f, i)\ (f, os (/, os (/; </; o* 

3) (<p, 0», ( V , OS (9), ( 9 , OS (9, OS (g>, 0* ' 

4) «, OS (SOS (S «'OS (SOS (S O" 

5) (fS O l S (/'-S O u - : 

Es ist freilich noch nicht gezeigt, dass nicht einige dieser Formen 
durch die übrigen sich rational und ganz ausdrücken lassen; doch 
darf die Annahme gemacht werden, dass dieses System nicht mehr 
weiter reducibel ist, da alle bisherigen diesbezüglichen Untersuchungen 
keine gegentheiligen Resultate zu Tage gefordert haben. 

Unter diesen 23 Formen befinden sich drei fundamentale Invarianten, 
nämlich: 

a, ;y, („, ff, w, »•-)'», 

vom beziehungsweise vierten, achten und zwölften Grade in den Coeffi- 
cienten. Hiezu tritt noch die Invariante 

(/*.*, ,r- 

Sie ist vom Grade 18 in den Coefficienten und hat die Eigen- 
schaft, bei der Transformation 

x \ = Vit X t ~ Vi) 

deren Modul d = — 1 ist, das Zeichen zu andern. Denn das sym- 
bolische Product 

(f- V, if, /?), »T 

enthalt 90 Buchstaben, 70 herrührend von i\ und viermal je fünf 
herrührend von /*; dieselben vertheilen sich sonach auf 45 Klammer- 
factoren, und da bei dieser Transformation jeder solcher Klammerfactor 
sein Zeichen ändert, so ändert dasselbe die ganze Form, d. h. sie ist 
eine „schiefe Invariante" (vergl. Nr. 8), 
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214. Uäemomnmc Formen. Die, Formen (/, /) 2 , (f, (f, f) s ), 
(ft D* t welche in diesem Systeme auftreten, haben wir bereits auch 
im System der Form vierten Grades vorgefunden, und es ist die Frage, 
ob sich unter den Covarianten der Form fünften Grades nicht auch 
eine Covariante 

j - (ab)* (acY (hc)* a x b x c r (1) 
befindet, welche der Invariante 

j = (abf(acf(bcy (2) 
der Form vierten Grades entspricht. Erinnern wir uns, dass die In- 



Variante j unsymbolisch die Form hatte: 

a n a t 



3 = 6 



<l| fl^ 6fj 

Ojj «3 a 4 

so können wir nunmehr für die Form fünften Grades die analoge 



Determinante bilden: 
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Setzt man hierin statt der wirklichen Goefficienten die symbolischen, 
so erhält man in derselben Weise, wie wir früher die Determinante 
(3) in (2) umgeformt hatten, für die Determinante (4) das symbolische °- 
Product (1). Ct 
Diese Covariante j befindet sich aber nicht unmittelbar im , *~ 
System, und es ist die nächste Frage, welche Stellung sie zu ihm 
einnimmt. Zu dem Zwecke werden wir sie so umformen, dass sie /, / 
den Factor (aef erhalt, was nach Nr. 98 stets niö^ich ist. Es ist: : r 

a x (bc) = b x (ac) — c x (ab) , 

also 

; = (ab)* (aef (bc) bl c x — (abf (ac)* (bc) b f cl . 
Vertauscht man im zweiton Terme b mit c, so kommt: 

j - 2 (abY (aef (bc) b x c x . 

Vertauscht man hierin a mit c und nimmt die halbe Summe der so 
entstehenden Ausdrücke, so erhalten wir endlich 

j=-(acy(ab)(cb)K. 
Das symbolische Product rechts wird aber durch die Ueberschiebung 
erhalten: 

i(acya x c x , 1*)*-(i, f)\ 

Gordon, Invarianten. II. 16 
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d. h. j ist bis auf den Factor — 1 nichts anderes, als die bereits im 
Systeme aufgenommene Ueberscliiebung f'i t / % 'z 

Wir erkennen also die bemerkenswerthe Thatsache, dass sämmt- 
liche Formen 

A ^, i-, i CD 

des vollständigen Systeme« vierter Ordnung ihre entsprechenden 
Formen im System von /*= a x besitzen, wobei die gegenseitige Be- 
ziehung durch die je zwei solchen Formen gemeinschaftlichen charakte- 
ristischen Klammerfactoren hergestellt ist. Wir nennen diese Formen 

f, (f,n, ifAf.m, (f,f)', -Jfrt-i^i (2) 

übernommene Formen. Sie gehen ans dem Systeme (1) einfach 
hervor, dass man die Formen desselben jedem Symbole ent- 
sprechend mit je einem Factor erster Art multiplicirt. Diese merk- 
würdige Thatsache wieder holt sich indessen später nic ht mehr; das 
System der Form fünften Grades kann nicht mehr in das System der 
Form sechsten Grades in dieser Weise übernommen werden. 

215. Zweite Definition der Form j. Es möge gleich an «lieser 
Stelle eine die Form / geradezu definirende Eigenschaft derselben 
erwähnt werden. Wenn man nämlich die Ueberschiebungen von / mit 
j bildet, so zeigt sich, dass die dritte Ueberschiebuug (/", /) 3 identisch 
verschwindet, Denn man hat: f -lh ) 

(f,JT=-(«1>f(hiyat. 

Setzt man hierin 

a x (bi) = b r (ai) — i x (ab) . 

so kommt: 

- (ab)* (bi) (ai) a t b x + (aby (hi) a r i x == (/, j)\ 

Beide Tenne links verschwinden; der erste, weil er bei Vertauschung 
von a mit b nur sein Zeichen ändert; der zweite, weil er nichts an- 
deres darstellt, als die erste Ueberscliiebung der quadratischen Form 
i — (aby a x b x über sich selbst. Es ist also in der That: 

(f,if-o. 

Durch diese Eigenschaft ist aber vollständig charakterisirt , d. h. 
ist ^ eine beliebige eubische Form, so beschaffen, dass 

(/; *r = o, 

dann ist stets: 4> = ,/', 

bis auf einen constanten Factor. 
Ist nämlich 

</, 4>T = (*"!>? = «i {"t 4'i — V', n..y = O 



Digitized by Google 



Sj'ateuic einzelner und simultaner Formen höheren Grades. 



243 



so müssen die Coefficienten von x einzeln verschwinden, d. Ii. es müssen 
die Gleichungen bestehen: 

V ("i i'i — 1>i a *Y = a o 1>3 — 3 «i *s + - io = 0 

rt, rt, (Vi, # 2 — ffj 1 = «, # 3 — 3«, 4>. 2 -f- 3 « 3 a/- t — a t </•„ — 0* 

Oj, 8 (a, V,. — ^, = (* t i'z — 3fi s # 4 -f 3«r 4 ^ — « r> = 0 . 

Bestimmt man hieraus die Verhaltnisse der ip, und tragt «Jeren 
Werthe in 

f = ^ 0 ar, 3 + 3#, + 3# s x t x* + "^ay» 
ein, so erhalt man gerade die Covariante j. 

Anmerkung. Alle Formen^ welche den Factor (aj) "' besitzen, ver- 
schwinden identisch, denn src können durch Ueberschiebung mit 
(f } j) 5 = (aj) 3 al entstanden gedacht werden. Der Klaniinerfactor (aj) 3 
ist demnach Reducent. 

21(3. Ersetzung der Formen des Sijstcmes durcli eines ihrer Glieder. 
Während nuu die übernommenen Formen bereits einen einfachen sym- 
bolischen Ausdruck besitzen, der für die weiteren Rechnungen taug- 
lich ist, sind die meisten der übrigen Formen des Systeme» durch ein 
Aggregat symbolischer Producte dargestellt^ das die symbolische Rech- 
nung sehr erschweren würde. Es ist daher angezeigt, hier von dem 
Satze Gebrauch zu machen, dass sich jede Ueberschiebung durch eines 
torcr Glieder und niedrigere Ueberschiebungen darstellen liisst. Indem 
wir alsdann von den niedrigeren Ueberschiebungen, als bekannten 
Bildungen, absehen, können wir direct das betreifende Glied, das ja 
alle charakteristischen Merkmale der Ueberschiebung besitzt, welcher 
es augehört, an Stelle der Ueberschiebung selbst in das Formeusystem 
einfügen. Insbesondere wollen wir nun im Folgenden die quadratischen 
und linearen Covarianten, sowie die Invarianten durch eines ihrer 
Glieder ersetzen, soweit die betreffenden Ueberschiebungen uicht ohne- 
hin schon durch ein einfaches symbolisches Product dargestellt sind. 

217. Die drei quadratisclten Covarianten. Als erste quadratische 
Covariante erhielten wir: 

i = il = (ab)* a x b r . 

Zu einer zweiten giebt die Ilesse'sche Form r der eubischen Covariante 
j Veranlassung: 

Diese Form t lässt sich auch noch in anderer Weise darstellen. Es ist: 

(/; (./, O) 3 = « (/').?'* '*)* - («;")* («0 O'O . (l) 

10 * 
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Setzt man nach dem Identitiitssatzc: 

(./*) = — ** (**J) + ix (ai) (2) 
und führt diesen Werth von (j/) in (1) ein, so kommt, da der erste 
Tcrm wegen des Iteducenten (ajy null ist: 

(f, Uhf = <*J* (afi* (ai)*. - r 
Der Ausdruck rechts kann als zweite Ueberschiebung von 

al (a i)* über jl 

angesehen werden, oder auch, weil al(ai)* = — jl , als zweite Ueber- 
schiebung von — jl (iber jl . Es ist also: 

. . (/, (./*, i)f = - ÜJtYjJt* = -t. 
Die dritte quadratische Covariante endlich, die wir mit in unsere 
nächsten Betrachtungen hereinziehen, ist die Fuuctionaldeterminante 
von i und r, nämlich 

* ^ 0'» T ) = (* T ) »* r * • 

Es fragt sich nun, in welchem Zusammenhange r und # mit den 
beiden andern im Systeme auftretenden quadratischen Covarianton 
(q>, r) 4 und (<jp, i 3 ) 5 stehen. 

Was die Covariante r betrifft, so erkennt man sie leicht als ein 
Glied der Ueberschiebung (<p, {*)* . Denn da j — — (ai)*«?, so ist 

r = oyw*/« = ((«*T«jf , ( f »y vy - («/') 2 («') 2 (^') 2 fcx . 

Der Term rechts kann aber durch viermalige Faltung des Producta 

<P • ? = {abf alhl . il * i? 
erhalten werden, wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

Ganz, ebenso ist # ein Glied der Covariante (<p f P) : '. Denn 
(«, r) = (ab)* (ai)* (bij a x b x ) ~ - (ab)* (ai)* (In f (ai") b x 

Der Ausdruck rechts geht durch fünfmalige Faltung aus dem Product 

hervor, ist also in der That ein Glied von (qp, t 3 ) f \ 

218. Die fundamentalen InvarianUm. Wir hatten im Systeme zu- 
nächst drei gerade fundamentale Invarianten erhalten; es waren dies 
die Formen 

ih iy, (9, <y\ (r, < : r. 

Die erste derselben behalten wir im Folgenden bei und bezeichnen 
sie mit 

An-A-ii, fy. 

An Stelle der zweiten setzen wir die zweite Ueberschiebung von i 
über r, d. i. die Invariante 

*-(.-, »>». 

\ 
/ 

r 
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Sie ist gleichfalls vom achten Grade in den CoemeientcnUind man er- 
kennt sie als ein Glied der Ueberschiebung (<p, ?)''. Denn es ist 

(,*, t)- = (/;'% (abY(aty{biJa x b x y — («6) s («•)*(&»')» (ai") (6*") , — — 

ein Term, der auch durch sechsmalige Faltung aus (ab)* al bl • #j i' x - i'* 2 
erhalten wird. Die dritte Invariante des Systemes ersetzen wir durch 
die Discriminante von j, oder (was das nämliche ist) durch die Discri- ; 
minante von r; wir erhalten 

(r, t)' = C. 

Ihren Zusammenhang mit (/*, r') 10 weiden wir später kennen lernen. 
(Vgl. Nr. 22(i). Da x vom sechsten Grade ist in den Coefiieienten von f, 
so ist C vom zwölften Grade wie (/-, i 5 ) 10 . 

219. Die vier linearm CovariatUcn. Wir hatten im System als 
einfuchste lineare Covariante erhalten: 

(/", **> l = («5 , n ■ vy - (« 0" («O* «< ---^ 0 ) 

Wir bezeichnen sie im Folgenden mit «, und man erkennt aus dem 
Factor («*)* dass « betrachtet werden kann als zweite Ueberschiebung 
vuu j= — (ai)'<r x über £ d. h. man hat: 

« = — O'OV*. f 

Als zweite lineare Covariante trat im Systeme die Form (/?, *')'' auf. 
Wir ersetzen sie durch 

0-<i, «). (2) 
Beide Formen stimmen überein, denn man hat einestheils: 

(/, «) = {il, (•'<*)»(*"«)*«,) ~ 
und anderntheils 

- (/', * 3 ) 5 -(i 3 , ff - (ü *; a es «i) r, = (i(«)(r«) s o"a)-'/ x . 

Die dritte lineare Covariante y wird von der Ueberschiebung 

(t, «. (ca) ajj 6i c ; , /?, & /lr iL) " 
geliefert. Wir benutzen von ihr nämlich das Glied 

Führen wir rechts das Symbol = (c/ 3 ) 8 (f/.,)* c x ein, so geht ?> 
über in 

r = (aby(aa)(ai x y(bi,)H x . 

Das symbolische Froduct rechts ist aber nichts anderes als die erste 
Ueberschiebung von 

r - ü /) V* ^ = W («O* (*«T «- k 

über ; 
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daher können wir die lineare Covariante y darstellen durch 

«). (3) 
Was endlich die vierte lineare Covariante (t, i h y j betrifft, welche im 
Systeme auftritt, so ersetzen wir sie zunächst durch ihr tilied: 

(ah)- (ac) (iaf (ij h)' (i.,c)' (/,e) 2 (<V>) i iz = G . 
Vermöge der Identität: (ac)i. ix = (jic)a z — (*' .,«)<?, geht dasselbe über in: 

a = {aiy (iay (/, &/-• (uy {, iC y (,» ov) 

Der Term (t x besitzt den Factor a x = (i t cy (i 3 c)* c x , während sein 
anderer Factor nichts anderes ist als die Invariante 

;>- = (r, iy = (w (aty^y^K, uy. 

Wir können daher von diesem Terme 6' a = !>'•«, als einem Producte 
bekannter Formen, absehen, und nunmehr G x als die einzuführende 
lineare Invariante 6 definiren: 

6 = (aiy (iay iy (u-r iuy (,» (V>> «, . 

Berücksichtigen wir, dass (^c) 2 (^ c' J ) (/je) /, x = ß Xf so können wir diese 
Covariante d (vom Vorzeichen abgesehen) auch darstellen durch 
d = (><&)- (/fr) (/,/,)- (60) <i, 

oder endlich durch 

= ß)*) . (4) 

220. /)/<; schiefe Invariante. Wir greifen aus der Ueberschiebung 
(/'•/, i 7 V\ welche wir als schiele Invariante erkannt haben, jenes 
<Jlied heraus, welches durch viermalige Faltung von </.'; mit also 
durch Bildung von «, sodann durch weitere achtmalige Faltung vou 
hlcld). mit «V , also durch Bildung von y, und endlich durch zwei- 
malige Faltung von « • y mit entsteht. Dieses Glied 

* = (<;. «.r/-W. Mv«,) 5 

oder 

7t' ^ (; r ) i T«)(/«r) (5) 

führen wir als schiefe Invariante an Stelle vou (/ • t . i 1 ) 11 in das 
System ein. 

Wir könueu das symbolische Product (5) noch in verschiedener 
Weise durch Ueberschiebung erzeugen; so ist 

(.■r)(r«)(/o) - ((r^r,, (mw. r ) = - (y, 0) = (rjy) («i) 

(t«)(t0) 

*) Clcbsch führt in seinen ,,lliniiren Fornion" als vierte lineare Cu Variante 
die l'orni (9, «) ein. 
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oder 

(it) (r «) (<«) = ((1«) (• r) r, ,«,) = - (d, a) = (« d) (7) 

oder 

(*t) (to) (ta) = ((it) i, r* , aiy = (0, a*)* . (8) 

221. Tabelle der wicJitigstcn Formen. Ehe wir nun zu Anwen- 
dungen übergehen, wollen wir noch einmal jene Formen zusammen- 
stellen, die wir in den folgenden Untersuchungen vorzugsweise benutzen 
werden. Es sind dies 

1) die übernommenen Formen 

/W p 

- I , * = (ab) i a x b x _ . ■ 

2) die Covariauten: 

• ». -OVOVw'i* = -(/", 0', *)F 

{K=(,t)/,t, 

^ == (/ff) 

^ — (t«)t x 
ä-(t/I)t,, 

3) die Invarianten: 

,1 = (,, /)% JJ-(4, t)>, C«(T, T) S , 

« = (M = (od) = (*>«) 2 - (»0 (Ta) (ia) « - (t«) (t/1) . 
Hiezu treten noch 

4) drei llilfsinvarianten 

M = (<«)-' = (/!«) 

welche bezw. vom 12., 16. und 20. Urade ju den Coeiticienten sind, 
wahrend A, B, C bezw. die (.Jrade 4, 8, 12 besitzen. Wir werden 
die Darstellung der Formen M, N, V durch die drei Fundamental- 
invarianten in den folgenden Paragraphen kennen lernen. 

§ 23. Relationon 8wisoh.cn den In- und Covarianten der Form 

fünften Grades. 

222. Die Quadrate der linearen (War Hinten ß, y, d. Die im 
vorigen Paragraphen eingeführten linearen Covarianten ß, y, d haben 
wir in Functioualdeterminanteuform dargestellt; ihre Quadrate müssen 
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sich also durch einfachere Formen ausdrücken lassen. In der That, 
erhebt man zunächst die Identität 

in das Quadrat, so erhält man: 

(",)* * « 2 = ( a 'j) 2 * ' + («0* • «i — 2 («i',) («0 /'i, t x 

oder: 

A« 2 = 2M-i-2ß\ (1) 
Ebenso findet man unter Benutzung der Identitäten 

(tt,)« = («tJ^ — (ax)x ix 
(rrO/J^^r,)^ ~ (ßt)t ix 

die Relationen: 

C , -o*«=2JV.r-2y* (2) 

C- ß* = 2Pt — 2r)\ (3) 

223. simultanen Invarianten der vier linearen Covariantcn. 

Die vier linearen Formen a, ß, y, d liefern ferner sechs simultane In- 
v ar muten : 

(0a), (ya), (Öß); (da), (dy), (yfl. 

Die drei ersten derselben haben wir bereits als Hilfsiuvarianten M 
N t V eingeführt; die Formen (da) und (yß) stimmen mit — 11 überein-, 
es bleibt also nur noch die Form (öy) zu berechnen. Nun ist: 

<*, r)-{rß){r Y y^i(ry)x x> fl) 
* ' i ^{ { x l a)(xx l )x x , fy. (1) 

Oemäss dem Identitätssatze ist aber 

{x x a)x x — (xn)x Xx = — (ir,)« x . 

Vertauscht man also in (l) x mit t, und nimmt die halbe Summe, 
so kommt: 

Damit ist auch die sechstg dieser simultanen Invarianten auf bekannte 
Formen reducirt. Es tritt an uns nunmehr die Aufgabe heran, die 
hiebei benutzten Ililfsinvarianteu M, N, V als ganze Functionen der 
drei Fundamentalinvarianten darzustellen. Was die letzte dieser drei 
Formen betrifft, so können wir sie unmittelbar auf die beiden andern 
reduciren. Denn überschiebt man die Relation (1) Nr. 222 zweimal 
über r, so findet man unmittelbar: 

P= ■ { 2BM-AN j • (3) 

Demnach bleibt uus nur mehr die Aufgabe, M und N als Functionen 
von A f B und C darzustellen. 
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224. Berechnung der Form R Das Princip, das uns bei Auf- 
stellung von Relationen leitet, lässt sich dahin forniuliren: Ein und 
dieselbe Form in zweifacher Weise durch Ueberschiebung darausteilen. 
Nun war N detinirt durch 

N = (raf = (jjtf (>i «) 0«) • (1) 
Es handelt sich also nur darum, das symbolische Product Q/,)" O'i«) (ja) 
durch Ueberschiebuug anderer Formen zu gewinnen. Der symbolische 
Factor (ja) veranlasst uns, die erste Ueberschiebung von j über 
a =3 — (jifjjc zu berechnen. 

Man erhalt: 

o, «) = -^o7,)ovo 2 - - ' 

= — jx >i x (jj, ) o', o u o + ä 'x uj x y Ui <) • 

Der erste Term rechts ist null; denn er Ändert durch Vertauschung 
von j mit j x nur sein Zeichen. Der zweite Term ist aber nichts anderes, 
als — #; denn man hat: 

_ & = ( T , i) _ {(jjtfjjt,, H) =j x i x (jjiYUiÖ' 

Daher hat man zunächst die Relation 

0, ,)--*. - y--jl (2) 

Ueberschiebt man aber diese Gleichung zweimal über sich selbst, so 
kommt: 

o«) o» ujiY - »)"• © 

Es ist aber nach der Theorie der quadratischen Formen 
'J. f' r :> i . 2(#, *)* = J„ .4 ff — A? t = AC-ß* (4) 
und demnach durch Comparation von (1), (3) und (4) 

n=±(ac- b*). 

225. Hilfssatz zur Berechnung von M. Es erübrigt noch, die 
Form M zu berechnen; zu dem Zwecke beweisen wir zuerst die Hill's- 
relation 

(/-,')'=- [jAj • + •«}, 

indem wir von einem der symbolischen Producte rechts, etwa von Aj } 
ausgehen und dasselbe geeignet umformen. Es ist 

iV iL - * = - " («6) 4 («0(60-^. 

: Gemäss dem Ideutitatssatze ist 

(abfß x = (ajfV - Hajf(bj)bla x + 3(oy) (6j)»6 r *; - (&)) V, 
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also, da der erste uiid letzte Terni rechts wegen des Reducenten (ajf 
verschwinden : 

- I Aj = { 2(ab)(ajy(bj)bl<i t - 2(ab)(aj)(bjfb x <r } (ai) (bi) 

= 2(ab)(aj)(bj)(ai)(bi)b x a x {(aj)b x - (bj)a x \ 
= 2 (ai>) 2 (aj) (bj)j x ■ (ai) {bi) b x a x . 

Unter Benutzung des Productsatzes 

(«0(6*>A = }{(«o^ + (^«;-W';} 

geht das letzte symbolische Product über in 

~ 3 A J = ( (lh Y ^ ^* 

+ (aVfinMhMbifal^ - (abf (aj)(bj)j r ■ i. 

Die beiden ersten Tenne rechts repräsentiren die nämliche Form; der 
zweite Term zerliillt in (/, jf • * = — « • ■* . Demnach wird 

- I Aj = 2 (« 0" (ab)* («j) (bj) b^ + < • « . 

Der symbolische Factor (f<0* des ersten Termes rechts veranlasst Jius, 
da ja. jpiyai = — j x das Symbol jt' — — (aifa x , ja = — (a if ri s «MB- 
zuführen. Dadurch wird ^^flfc 

- I Aj = -2U'W(j'j)(l>j)l>lj r + i<c 

= - I (j'ft) j x - (jb)j r ) (j'b) (J'j) {bj) b x + «« 

= -(7'V) 3 (/M(^)^4-*« 

oder, weil ja r (jj'yj x j' x : 

W> T ^ = - u + (0 

226. Berechnung der Form M. Schiebt man nun diese Relation 

— o(<it)-'</ : ' = 2.1 j -f- 3/« c 

» x 

dreimal über die Form 

0', 0 = (ji)jlu, 

so entsieht links: 

- 3(ary(ji)(ajf(ni) = + 3(«r) («/)» («/) ( (ai) (rj) + <»("'» , 

d. i., weil wegen {ajfal =0 der zweite Term rechts verschwindet: 
= ;} (ar) (ry) (ajf (aif » - 3 («i/ («/)» («t) (.;>) 
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Nun ist aber — (a*) 8 aj| = j\ daher liisst sich diese Ueberschiebuug 
auch schreiben 

= + 3 iUJiyjji*, *r - 3 (*, ~ sc. (i) 

Auf der rechten Seite erhalten wir durch die dreimalige Ueberschie- 
buug: 1) das Glied 

{2Aj, ü, 0) 3 = ^ • 0', WWW) = • (t, V - SM • i>', (2) 
2) das Glied 

Der zweite Terui rechts ist null; denn er ändert durch Vertauschuug 
von i mit i, nur sein Zeichen. Der erste Terni kauu aber dargestellt 
werden durch 

0'',) , ö"i)(«')-(ü* , ,W-, («<H) 1 * 

-?(—«*. («')'*) •* 
_-(«,■)• _-ilf. (.V; • 

Die gesuchte Relation wird demnach ' ^ * 

fassen wir die bisher gewonnenen Resultate zusammen, s\> .^halten 
vir: f < 

(r*y= n-Uac-b*) ' (4) 

(*«)* = M = 2AB - SC (5) 

(r0) 8 — J' — * (0.'liy 8 -^C- 12 BQ. * (G) 

Die Gleichung (5) lehrt auch, dass wir berechtigt waren, (r, r) 8 = C an 
Stelle von (/*, r') 10 einzuführen. Denn (/«) 2 ist das Glied 

dieser Ueberschiebuug (/* r v ) 10 . 

227. Die CcbersihiebutujcH der quadratischen Formen /, t, it. Eine 
weitere Reihe von Relationen, deren wir später bedürfen, liefern die 
gegenseitigen Ueberschiebungen der quadratischen Formen des Systemes, 
sowie die Ueberschiebungen dieser Formen über die vier linearen 
Formen. Sie sind leicht zu ermitteln, da die simultanen Systeme dieser 
Formen niedrigem Grades nach den früheren Entwicklungen bekannt 
sind. Es ist überhaupt, wie wir schon bisher sehen konnten, nützlich, 
das Studium der Systeme höherer Formen dadurch zu vereinfachen, 
dass man insbesondere die Ueberschiebungen der linearen und quadra- 
tischen Formen des Systeme« in den Vordergrund stellt. 

Die drei quadratischen Formen des Systemes waren /, r, 
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Da fr Functionaldeterminaute der beiden ersten Formen ist, so haben 
wir nach der Theorie der quadratischen Formen unmittelbar folgende 
Relationen (vgl. Nr. 127): , 3 

(r,fr) = l { C'.i-2/.r} (2) 

(r, *)* - - 0 ( 
-2fr 2 = 4r*- 2I?;r -fCt 2 . (3) 

Aus der letzten dieser Relationen geht ohne weiteres die Beziehung 
hervor, welche zwischen dem Quadrat der schielen Invariante Ii und 
den übrigen fundamentalen Invarianten besteht. Denn es war 

/ Ii = (fr, <r)*. 

Ersetzt man also in dieser Relation x durch «, so kommt: 

- 27<- A N- — + CM' . (4) 

228. Die I cbfjrscltkbitnycn von fr über «, ß, y, d . " Von den 
Ueberschiebungen der quadratischen Formen /, t, fr will ich, soweit 
wir sie nicht ohnehin schon berechnet haben, noch jene Formen er- 
mitteln, welche sich bei einmaliger Ueberschiebung der Form fr über 
«, ß, y, d ergeben. Alle weiteren Ueberschiebungen mögen der selbst- 
ständigen Uebung zugewiesen sein. 

Uni nun aber (fr, «), (fr, ß) , (fr, y) , (fr, d) zu berechnen, be- 
nutzen wir einfach die schon bei Gelegenheit der quadratischen Formen 
gegebene Reihenentwicklung |vgl. Nr. 125 (2)J: s. Iii. 

fr*fr y = (ix)i x x, — J (xy) (it)i y t x — , (yx). 

Wir ersetzen in diesen Gleichungen x resp. y der Reihe nach durch 
«, /?, y, # und erhalten nach einfacher Umformung: 

(fr, «) = (,r) (/«) r, - \ a = - (r/J) r r - * « = - A - * « (1) 
(fr^)^(/r)(//3)r r -^ = (ir)(/^(;,«)r x -^ ; - 

--*(r«) + (2) 

(fr, y) = (it ) (r y) i x + ? «)*, + ? y - - C J + * y (3) 

(fr, *) = (<*)(r*K + + 2 d = + + (4)': ^ 
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In ähnlicher Weise erhalt man unter Benutzung dieser vier Relationen 
die Ueberschiebungen von & über Producte der linearen Oovariantcn. 

Damit will ich diese Untersuchungen vorlaufig abschliessen. Wir 
werden im folgenden Paragraphen noch eine Reihe anderer Ueber- 
schiebungen berechnen, so weit wir derselben zur Lösung der dort 
gestellten Aufgabe bedürfen. Insbesondere werden wir an geeigneter 
Stelle die Ueberschiebungen von f über die linearen Covarianteu cc, ß, 
y, d durch Formen des Systcmes und durch Ueberschiebungen der- 
selben darstellen. 

§ 24. Typische Darstellung der Form fünften Grades. 

229. Begriff der typischen Darstellung. Unter typischer Dar- 
stellung einer Form f = versteht man im Allgemeinen eine der- 
artige Darstellung derselben, dass die Coefficienten Invarianten und 
die beiden Variabein irgend zwei Covarianten des Systemes sind. Der 
neue Ausdruck für f ist alsdann der unveränderliche Typus für alle 
Formen, die aus f durch lineare Transformation hervorgehen; und um- 
gekehrt: Haben zwei Formen f die nämliche typische Form, so können 
sie stets durch lineare Transformation in einander übergeführt werden. 

Für Formen ungeraden Grades kann die typische Darstellung unter 
anderm auf folgendem Wege erreicht werden. Dieselben besitzen im 
allgemeinen Falle und wenn n > 3 stets mindestens zwei lineare 
Covarianten a x und ß x mit nicht verschwindender Determinante (a/J), 
wie Clebsch (vgl. „Binäre Formen" § 90, Seite 357) gezeigt hat, und 
diese werden als neue Variable für die typische Darstellung benutzt. 
Erhebt man nämlich die Identität: 

a x {aß) = a x {aß) — ß x (aa) 
auf die Potenz, so kommt: 

oder: 

(aßy .f=(f, p>y . * : - («) (f, ß« *ay. « r « ß x 

Hierin sind aber die Variabein Covarianten, die Coefficienten Inva- 
rianten, und man hat nur noch die Aufgabe zu lösen, diese Inva- 
rianten: 

v, ß*y, (/, p- 1 «) 9 , {f, fi-**y •■•(/-, «")", w)- (ii) 

durch die fundamentalen Invarianten des Systemes zu ersetzen. Man 
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hätte auch, wie dies Hermite gethan hat, statt der linearen Formen 
a und ß die linearen Factoren einer quadratischen Covariante des 
Systeuies benutzen können. Dadurch ist man freilich genöthigt, Irra- 
tionalitäten einzuführen; aber die typischen Ooefficienten sind alsdann 
vom niedrigeren Grade in den Coefficienten der ursprünglichen Form. 

Um nun die Form f = aZ typisch darzustellen, benutzen wir zu- 
nächst die beiden linearen Covarianten 

Wir erhalten alsdann, weil (aß) = — M = M— 2 AB: 
(.-Mf-f=alif,ßi-ha*j^ ßl(fy>f 

und unsere Aufgabe besteht nun darin, die sechs Invarianten 

(f, t?t, (f. P«f, (f, (f, /* S «V, (/', ß"i\ (/; 

durch die Invarianten A, Ii, C t Ii des Systemes darzustellen. 

230. Berechnung der Uel^rschielmmien (f, a'-')'-'. Zu dein Zwecke 
haben wir zunächst die fünf Ucberschiebungen von /' (Iber a durch 
andere Ueberschiebungen darzustellen, eine Aufgabe, die wir hier, 
wenn auch uicht in voller Ausführlichkeit, erledigen wollen. Man 
ßudet zunächst: 

(A a) = 2 ((/*, jf, i) (I) 

- ; ' (f, «*y = *-«*-Ai« + xj, (Ii) 

wobei X den Werth B — ^ A° besitzt. Um zur ersten Gleichung zu 

gelangen, hat man in (aa)a r die Form c E durch ihren Werth — (ji)-jr 
zu ersetzen und das so entstehende symbolische Product durch den 
Identitätssatz umzuformen. Indem mau dann anderntheils die Polare 
(f, S)l berechnet und darin y durch i ersetzt, kommt man durch aber- 
malige Anwendung derselben Identität direct zu Gleichung (I). 

Complicirter gestaltet sich die Herstellung der zweiten Relation. 
Man benutzt die eben gewonnene Relation (I) und überschiebt sie 
nochmals über die Form a, indem man der Einfachheit halber für 
(f, jf zunächst die Rezeichnung $ einführt. Dies liefert 

4 (f, « 2 r = c>p; '* 0» 0 + "P* (?>0 (» «) , 

oder, indem man im zweiten Terme rechte j)* (ja) durch i x (pa) — a x (pi) 
ersetzt: 

4(f, a*)* = 8 (p i)(pa)p> >, - 2 (pifa x pl . (1) 

Man hat nun zu berücksichtigen, dass die beiden Glieder der schon 
mehrmals benutzten Polare (/', j)j einander gleich sind, da ihre Differenz 
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wegen des sich einstellenden Factors («;) ri verschwindet, dass also 

Pip^iajfnij, (2) 
VsV v — (oj)o T j x a„. 

Mit Hilfe dieser beiden (Jleiehungen lässt sich nun leicht in (1) das 
Symbol f> wiederum eliminiren, da auch die beiden Glieder von p; p\ 
in (3) identisch gleich sind, und man findet so: 

4KO ä = 8W) , HW«ii-2(«j) ! H s ^^' (4) 

Hierin ist der zweite Term incl. Vorzeichen nichts anderes als 2 x • • a . 
Der erste Term aber geht durch die Substitution i x (oj)~j x (ai) — a x (ji) 
üher in 

« («j) s (a 0 0'«) oi i x = s («/) (« / y 0'«).;*, «; - « («i) (« 0 O) O'O , ( r >) 

wobei [vgl. auch Nr. 221, und Nr. 224 (2)| 

(«/;(<»? oi ~ (- ol , - (./«)./;) - 0", ») = x r 

Demnach wird 

Fahren wir hierin nun den in Nr. 227 (1) berechneten Werth von 
i) ein und eliminiren die sieh hiebet einstellende Form (/, t) 2 mittelst 
Gleichung (I) Nr. 22f>, so ergiebt sich in der That die oben ge- 
gebene Relation (II). Aus den beiden Relationen (1) und (II) gehen 
nun die übrigen Ueberschiebungen dirett hervor. Man überschiebt (II) 
abermals über a und findet: 

/,' (/', a : 'f = a ' y — * A « ■ (i — X ■ V (III) 

und hieraus durch weitere Ueberschiebungen 

' , + o (IV) 

(/-, a*Y--l.Jl, ■ (V) 

wobei u den Werth n TV — „ A M 4- X ' besitzt. 

231. Berechnung der typischen Corfflcicntcn. Die soeben berech- 
neten Ueberschiebungen gestatten uns nun iu Verbindung mit den in 
Nr. 222 gegebenen Relationen für die Quadrate der Function aldeter- 
minanten ß- t y t ) d* in einfacher Weise nicht nur die typischen Coeffi- 
cienten, sondern überhaupt alle Ueberschiebungen von f über ein Pro- 
duet a* ß l y>' d' , x -f- k -\~ ^ -f- v = 5, durch die Invarianten 
Systemes darzustellen. Insbesondere ist: 



> 



Digitized by Google 



250 Dritter Theil. 

if,*y — — x • r 

(/-, a*ßf - ((/*, ««)«, /J) - - p . ji/ + AP 

(/; «w - ((/-, «y, ^)'-' = (f, « ; < • o 5 m - (/-, ^ 

= + Ii (jf + * vi), [weil: (/>•>'= - j, - ü,£y» = (»,«*)»_ /?] 

(/; « »/py - ((f, a y ,ß(Mi- A f)Y < 1 "' ! , 

= (/*, **ßifM-{f, a<ßf4, (weil: (-.,', rr 0) 3 = 

** «»<••• 

* * • ; i - • 

- 3f * - f ~ 2 < A P ~ 1*^), [vgl. Nr. 228 (1)] 

(/; =(/; ß?) b M*<m(r, ß«°-iy>A.M+(f } ß«*y A *, [- a 

,. = - JP A yl 3/ Ä - * Jlf) + f (AP - e Jtf) . \~ 

~ 232. Tj^fc 7>«V«'<«? <to'C«.« r m»/r ,\ El.e wir die typische« 
Darstellungen der Form f weiter verfolgen, wollen wir auch für die 
Covariante j eine solche geben, indem wir hiezu die linearen Cova- 
rianten tt und 6 benutzen. Nach dem binomischen Lehrsatze erhält 
man: 

= (jdfa'i - 5(j*)*U«)«l* x + 3Ga)0«)*«,d - ü«) s 
Hierin ist: 

\l) (ja)* = {(;}, «), « 2 ) s = (- 0, a*)* = - P (.gl. Nr. 224 (2), 220 (8)), 

2) (j,« 2 <*) :, = (0"> «), = (- ». «öf = (-(*, «), *) 

= (* + «, *) - + * - • n (vgl. Nr. 228 (1)), 

3) 0>* , ) a =(-M*) Ä = 3 (-*,Pt-C (vgl. Nr. 222 (3))/ 

= -P(tf,r)* + 0*)% 
oder, weil nach Nr. 227 (2a) die Form t)- = 0, so kommt: 

ü\ = ? <(*, «, ffl = ^ r - ?- ^ />) = - c t B > 

4) (.7, = (/, *(Pr - £ 0*)) 3 = P. Ü, *r) 3 - £ 0\ W, 
oder, weil (j, t)- gemäss der Theorie cubischer Formen verschwindet: 

0-, *V = - ? (J, 0 (Mi - A fjf -+^(M+^. 



U,a'dy =- &'(*,»,, +>•:»>* + h'"J>c 

(f, a'S'f = - !(?(*, «, ! + + /;• 



(••5) 



Die Werthe der linken Seite dieser drei Gleichungen ergeben sich 
unmittelbar aus den Gleichungen (III), (IV), (V) Nr. 2.10, und da die 
Determinante dieses Systemes (3) von linearen Gleichungeu nicht 

Oordau, Uirariautev. U. 17 
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Die typische Darstellung von j wird also, da (ad) — -f- ^> ,,iU ' 1 
Division mit R 

IP-j + d-*« + | AG- + |^f+^.«\ (1) " 

Nehmen wir an, die eubische Form 7 besitze, gleich null gesetzt, 
drei verschiedene Wurzeln m t m» wi.,, was ja im Allgemeinen auch der 
Fall sein wird, da sonst die Invariante G' = (r, t) 2 des Systems ver- 
schwinden würde, so können wir schreiben: 

]{- . j = (rf — m x «) (ö — tn^ a) (d — fw 3 a) . (II) 

233. Darstellung der Form f durch drei fünfte Potfnsrn. Eine 
der wichtigsten typischen Darstellungen der Form f ist die typische 
Darstellung durch fünfte Potenzen. Der Umstand, dass 

(f, ff - 0, (i) 

zeigt, dass es immer möglich ist, f in die Gestalt 

f = Kit + W + k,>-'- 

zu bringen, wo p t , q x , r x die drei linearei^ ate von einander ver- 
schieden^ angenommenen Factoreu der eubischen Form j sind. Dom 
nach den U eberschieb ungsgesetzen (vergl. Nr. 3S) ist stets: 

und diese Gleichung ist ja gerade die Definitionsgleichung der Co- 
variante j = p t q r r T (vgl. Nr. 21f>). ^ 

Legen wir j in der typischen Darstellung (II) zu Grunde, dann ist 

p - ö — »», a 

r = d — « , 
und demnach die typische Form von f 

f = k\ (d — »i, «) : ' + (ö - m 2 uf 4- /. 3 (d - w 3 «)•'• . (2) 

Die Berechnung der Constanten /\, /.\, kann in folgender Weise 
vorgenommen werden. 

Wir überschieben Gleichung (2) fünfmal über er', resp. « 4 <5, a :i d- 
und erhalten: 



Digitized by Google 



Dritter Theil. 



verschwiudet (wegen (t t t) 2 ^ 0) , so lassen sich aus ihm die drei 
Oonstanten k lf k i} Ic^ eindeutig berechnen. 

234. TypiscJie Darstellung ixrn f, wenn 0—0. Sind nun aber die 
drei Wurzeln der Covariante j = 0 nicht von einander verschieden, 
sind vielmehr zwei derselben einander gleich, dann ist die Darstellung 
durch fünfte Potenzen allein nicht mehr möglich. Immer noch aber 
liefert die typische Darstellung von f unter Zugrundelegung der Linear- 
factoren von j ein sehr einfaches Resultat, wovon man sich sofort 
überzeugen kann. In diesem Falle ist nämlich: 

i-fii. (i) 

und demnach 

(f,jy-(«i>Y(«iW-o- (2) 

Erhebt man also die Identität 

auf die fünfte Polenz, so verschwinden in der binomischen Entwicklung 
rechts alle Glieder, in denen die Elammerfactoren (ap)*(aq) auftreten. 
Demnach reducirt sich dieselbe auf 

( pq f . /'= (aqffi - r>(«;i) (a fJ y<j x pl - (apffi, (3) 

oder also auf 

(pqf . f = c , jfi + f, r . t 2>* q x + r 3 , (4) 
wo c, c 2 c 3 gewisse Constante sind, die wir nun berechnen wollen. 

235. Berechnung (hr Coefficicntm der GlcicJumg (4). Zu dem 
Zwecke gehen wir wiederum von der typischen Darstellung der Co- 
variante aus. [Vergl. Nr. 232, (I).] Da aber j nach Voraussetzung 
einen linearen Doppelfactor besitzt, und demnach ihre Discriminante 
C — (t, t)' = 0 ist, so reducirt sich dieselbe auf 

Setzen wir also 

p = (5) 

so hat man: 

lP-j = F-Q, (5a) 

und 

(d>) - { Ii (da) = -lB.R. (5b) 
Die Gleichung (4) geht also über in 

(d 9 f . / = (agfdl - 5 (ad) (<ip)« o x - (ad)* o r , 

oder 

(öp)7'= r x d r ' + 5c,d> + c 3 q\ (6) 
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Die Berechnung der Coefficienten c, bewerkstelligt man nun genau 
iu^fZerseUSeii Weise wie im allgemeineren Falle Nr. 233. Wir bilden 
die fünften Ueberschiebungen dieser Gleichung ((>) über er*, a 4 ^, a'd*, 
und erhalten dadurch drei Gleichungen zur Bestimmung der Grössen d. 

Es ergiebt sich nämlich dadurch, wenn wir einen Augenblick den 
Factor (ägf mit w • R b bezeichnen [siehe Gleichung (5 b)]: 

2P • m • (««)* = c x {öaf + 5* (*«>» (p«) + r, (*«)* | 
/f r, .w».(a«) 4 (ad) = li%{drf{Qp) + Cz(Q€<) A {fiö) (6a) 

7i 5 • im • (acef (adf = 1 ' r 3 (p«) '(pd)- I 

Nun ist gemäss den Relationen (IV) und (V) in Nr. 230 

(aaf--lR, (1) 
... . f/'^V' (</a) 4 (ad) = fiP. 

Um aber (/, « 3 Ä s ) r ' zu berechnen, benutzen wir am einfachsten 
die Relation d 2 = Pr — £ /3 2 (vergl. Nr. 222), oder weil C — 0, die 
Relation: 

d* — Pr. - '( ) 

Dann wird: + 

(auf (ad? - (/•, «'Pr)> = P((A r)*, «T, 



r. o 



■«- 



^M 3 



Ivergl. Nr. 225, (1)] 



- I PA(- j, a*f - ; PA (-U, «), «*)-' |Nr. 224, (2)| 

oder, weil für C = 0 die Invariante P = ? AIP wird | vgl. Nr. 22(5, (Ii)]: 

(«a) 3 (ad)- = l sl-Ji-Jt. (<J) 

Anderntheila ist: 

Demnach ergeben sich durch Eintragen dieser Werth« aus den 
Gleichnugen (t»a) die folgenden Gleichungen: i 



- 

3 



m Ii = + *f P • <\, -f * Ii ■ c., 



15 

2 



Hieraus findet sich zunächst 



(10) 



c.. = — " A- - m • R . 



< • 



17' 
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Indem mau alsdann (i und l durch ihre Werthe (Nr. 230) iu A 
und B erseht, findet man ferner 

Die typische Darstellung der Form f wird demnach für C = 0 

f' ~ " 1 4*" 

Setzen wir/^O, so haben wir in dieser Darstellung^die „Bring'sche" 



^Nornialforin (1er Gleichung fünften Grades. Durch die Substitutionen 



geht sie in die von Hermite benutzte Gestalt über 



ff* 0 fi-t - - l = 0. 



Sobald also 0 — 0, lUsst sich immer eine lineare Transformation 
angeben, wodurch die allgemeine Gleichung fünften Grades in diese 

Normalform mit dem einzigen Parameter X— 1 übergeht, üa- 

byy. 

gegen kann die allgemeine Gleichung fünften Grades nur durch eine 
Transformation vierten Grades in diese Normalform gebracht werden. 

236. Bedeutung der Jiclatüm C = 0. Es ist interessant, die Be- 
deutung der Relation C = 0 für das Forwensystein noch weiter zu 
uutersuchen. Man findet alsdann insbesondere zweierlei: 1) Die Co- 
varianten j und i besitzen, sobald 0 = 0, einen gemeinsamen linearen 
Factor, oder mit andern Worten: die Invariante C ist bis auf einen 
Zahlenfactor gleich der Resultante von j und i; 2) dieser gemeinsame 
Factor von i und j ist nichts anderes als die oben eingeführte lineare 
Covariantc p. 

Indem wir die diesbezüglichen Untersuchungen hier anfügen, ver- 
folgen wir einen doppelten Zweck: einmal an einem Beispiel zu zeigen, 
wie durch symbolische Rechnung die Resultante zweier Covarianten 
abgeleitet wird, dann aber auch, um durch die sich ergebenden Re- 
sultate ein neues Licht auf das Wesen der Bring'schen Normalform 
zu werfen. 

Wir beginnen damit, die Resultante von j und * zu berechnen. 
Angenommen, die beiden linearen Factoren der quadratischen 
Form i seien 



sie besitze also die Wurzeln £, = ^ = r, £, = =s; dann ist, 



■K ^ "r- 
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von eiuem Zahlen factor abgesehen, die Resultante von und i(x) 
bekanntlich dargestellt durch (vergl. auch Bd. 1 Nr. 108) 

= (j'fÜ'sY ! (.//) M + (h) (fr) J 

= (jr)HjsY(jj')(r S ) + (jrf(j'r)(j's)<(js) 

= 0>)0'^)0/)(^){0/)(^) + GW)) + UryU'r)U'*YU») 

= ovtüoo"*) m* + Ur)u*)(yr)u's) an m 

+ 0>) 8 0W*) a C/V). 

Der erste Term rechts zerfallt in die Factoren 

- : : ' :\ ( rs )» «, — 2(/, /)•= - VA 

und 

Of/ow») - (*. •-*)' - o, .y - b. 

Der zweite Terui verschwindet identisch, da er durch Vertauschung 
von j mit j nur sein Zeichen ändert; der dritte Term endlich zer- 
fallt wiederum in die beiden Factoren 

(Jry(js) = 0", r s • r) 3 = (j, i ■ r) : ' = ((j, *), r) 

= - («, 0 = " («'), 

und 

ü *) 3 0>) = - M- 

Durch Substitution dieser Werth«; der einzelnen (Jlieder erhallen wir 

7<,, 1 =-2M7>' + («;)(«>) 

=« — 2J/;+(<r 2 , o* 

= - 2/17/+ 71/," 
oder endlich, weil M = 2/17* — 3C': 

(i) 

Die Resultante von j und i stimmt also in der That mit der 
Invariante C bis auf einen numerischen Factor überein. 

237. Berechnung des gemeinstimm Fuciors. Nehmen wir uuu an, 
die Invariante C verschwinde, und der gemeinsame lineare Factor von 
j und i sei r X} dann können wir uns die Aulgabe stellen, diesen ge- 
meinsamen Factor, der sich bekanntlich auf rationalem Wege be- 
rechnen lässt, durch die linearen Covarianten des Systemes auszudrücken. 

(Jm diese Aufgabe zu lösen, gehen wir von der Form aus 

J.'=0V)V_(j 6 )3,.3 f 

welche sich für den Fall, dass r oder s der gemeinschaftliche Factor 
ist, wegen (jr) 3 = 0, resp. (js) 3 — 0 auf deu Cubus dieses gemein- 
schaftliches Factors reducirt. Nun ist aber 
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iUr)s x -(js)r x ) \ürysl + Ur)Us)r x s x +(jsyrl} 
= (*" I iU r) s * — 0"*) r «J*-h 3 0' r ) 0' s ) r * 1 

Der Factor (rs) ist eine von null verschiedene Constante; der 
erste Term in der Klammer hat den Werth = — 2A >j, der zweite 
Term den Werth 30', t) 8 • i = - 3a • i. Also wird 

F = Const. { - 2Aj — 3a»} , 

oder, wenn wir den Factor 3 herausziehen und mit der Constanten 
vereinigen : 

F = Const. J — Aj — k i J , 

d. i. wegen Nr. 225, (1) 

= Const (/', r) a . 
Wir haben also den Satz: 

„Besitzen j und i einen gcmeiusamen Factor, ist also C = 0, 
so ist die zweite Ueberschicbung von /* und r proportional 
dem Cubus dieses gemeinsamen Factors." 

Schiebt man diesen Cubus (/, r) 2 zweimal über irgend eiue be- 
liebige Form zweiten Grades, so erhält mau den gemeinschaftlichen 
Factor linear. Wir wühlen hiezu die Form t und erhalten 

((/", *)*, xf = Const. (- * Aj — ai, t)"; 
nach der Theorie der cubischen Formen aber ist 0, T ) a = 0; demnach 
wird, unter Vernachlässigung der Grösse: — „ Const, 

((/", tY, rY = + 3(«i, rY = ((•>)»«,+ 

= 2(<r) |(t'T)« x - (i«)r x ) 

B a -f 2(tY)"a — 2(<t)(m)r x 

= 3i>'« + 2<r, fl) =- + 3i/-a + 26, 
also wegen Nr. 235, (5) ; Y ri / f 

/ 

Es crgiebt sich daher: 

„Ist C = 0, so ist die lineare Covariante p der gemeinschaft- 
liche Factor von j und i, und die Gleichung fünften Grades 
geht durch die Substitution x l = p, x t = d in die Bring'sche 
Normalform über." 
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238. Typische Darstellung der Form fünften Grades für B = 0. 
Unter den verschiedenen Norinnlformen der Gleichung fünften Grade« 
beansprucht neben der Bringschen Nornialforni auch noch eine 
von Brioschi herrührende ein hervorragendes Interesse. Auf diese 
Brioschi'sche Normalform wird man direct geführt, sobald man die 
typische Darstellung einer solchen Form /'unternimmt, deren Invariante 
B identisch verschwindet. Man hat nur statt der früher benutzten 
linearen Covarianten « und ß, resp. ö und q in diesem Falle die 
Formen a und y für die betreffende typische Darstellung zu Grunde 
zu legen. Wir wollen im Folgenden diese Normalform von f = 
für den Fall B = 0 entwickeln, müssen aber zu dem Zwecke zunächst 
die Uebersehiebung (/', y) durch audere Formen des Systemes dar- 
stellen, um alsdann in einfacher Weise die typischen Coefficieuteu 

(/•, «y, (f, «< y )\ (/; «v) R , (/', «W, (A «r 4 ) 5 , (/', ff 

berechnen zu können. 

231). llilfssatz für die typiscltc Darstellung von f für B — 0. Wir 
behaupten: Die lineare Uebersehiebung (/', y) lässt sich in der Forin 
darstellen 

Man erkennt schon aus dieser Relation «leren Tragweite. Denn 
für Ii = 0 reducirt sich die rechte Seite auf das Quadrat der Form r, 
und alle typischen Coefticienten — von dem bereits bekannten (f,« 1 ')'' 
abgesehen — ergeben sieh dann durch Uebersehiebung dieser Form t 
über Potenzen von linearen Formen*). 

Um diese Relation (1) zu beweisen, schreiben wir sie zunächst 
in der Form 

(/■.r) -;'-«* + «-{f,jy 

und formen nun jede Seite dieser Gleichuug durch symbolische Rechnung 
geeignet um. 

Wir erhalten dann für die linke Seite, da nach der Theorie der 
eubischeu Formen {jl 0'! ?)) = — £ = U'*)Ü*) f x J/-- , y 



' ■■ (/'. r) («y) «; + CA) U')W 



i ■ * ■ vi// 2 



*) Man kaun (/*, y) als Polare f für »/ = y betrachten. Im Falle 7>* = 0 
< '. ? besitzt also die betreffende Form f eine «-rste Polare, die ein volles Quadrat ist. 
v ^/ Umgekehrt: Weiss man von einer Fonn fünften Grades, das» »ie eine erste Polare 
besitzt, die ein volles Quadrat ist, so ist für diese Form Ii = 0, und dio30 Polare 
' ^ dj< iöt mit O'i y) identisch. 

*■ }- '/ >'/*"/"' ..' '.' 

k -^JÖ'r/j,«;V Digitizedby Google 



'JIM 



Dritter Thoil. 



(2) 



und, wenn wir im ersten Gliede y durch (T«)r x oder wegen — Ü*fj* 
durch — (j*y(jj) T * ersetzen und im zweiten Gliede an Stelle von jj* 
das gleich werthige Symbol — {aifa^ einführen: 

(f, r) - - - ai(ar)(Tj)(j<y - «; (« 0 S («0 ü>)./; , 

oder 

i 00" 

Für die rechte Seite dagegen erhalten wir successive 

'ii (f, jj + »»- (»)' • wr-& + «; • ' : 

- «#„ ((«r)(,j) + (jx)(ai)\* - rj ■ (a,y(ai)*j r a x . 

Ersetzen wir im zweiten Term rechts ((it)j z durch (aj) i s -\- (ji)a x , 
dann reducirt sich derselbe wegen (affa* = 0 auf T*'(at)(aj)j(ji)a*. 
Wenn wir also darin (aj)t x durch (rj)a x — (ra)j r ersetzen, so geht 
die letzte Gleichung über in: 

Nun ist (j, t) 2 = 0, also verschwindet im ersten Binom rechts 
das dritte, im zweiten Binom das erste Glied, wahrend sich die beiden 
mittleren Glieder gegenseitig aufheben. Es bleibt demnach: 

B • (/; ff + = </, • - («000«; • {tafji , 



oder 



« • (/', + **-«; (« t ) J , «, , (« o 0 0 1 



(3) 



Subtrahiren wir nun Gleichung (2) von Gleichung (3), so er- 
halten wir: 



H • (/, JY + ; r 8 - (/, y) = «; (ar)» ] a,j x , (ai) (ji 

1 00* 

-«;(ar)Ur) (uif 

Jl> I/O* 

(at)', a;, («/)* 

(«t)0't), «J x , («OÜ'O 
0, £, 00* 



= «; 



oder wegen 0 = (j, T ) J = Qrfjx 



(rtr)-, 



(«0" 



j2» 



(■*) 



fl*' ' 



(jif 
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Die Determinante recht« verschwindet aber identisch; denu sie 
ist durch Multiplication der beiden Determinanten 



' 4 



Xt 



t T l T *> 


- t 

T A 




a ' 


2 a, a., t 




, x^, 


xj 


• 








* • 


- Q 











entstanden. Die erste dieser Determinanten besitzt den Werth (vergl. 
Bd. 1 Nr. 40, Anmerkung) 

- r x • (ri) • i,f -r . '. '. + - 

die zweite besitzt den Werth: -*r W' ', i ' ; v ' 

Die rechte Seite der Gleichung (4) geht also über in 

(ajf a\>{xi)T x i x , 

und diese Grösse ist null, da der eine Factor (ajfa* = (f,jf identisch 
verschwindet. Also hat man: 

B-VJr+l t ! =(/-,r) 

wie oben behauptet war. 

240. Berechnung der tgpisclten Cocf'ficicntcn, wenn B = 0. Die 
typische Darstellung der Form f=a* für B = 0 ergiebt sich nun, 
indem wir die Identität: 

(ay) a x = (ay) a x — (aa) y x 

auf die fünfte Potenz erheben, und die typischen Coefticienten alsdann 
in Function der Fundamentalinvariauten darstellen. Zu letzterem 
Zwecke berücksichtigen wir, dass wegen B — 0 folgende Beziehungen 
bestehen: 

f t\ (r, df = - (ay) = N~ A f\ Nr. 221 (l) 
M= - 3(7 



(f,Y) 

0, f f 
(ty)(xa) 
X 



(r', (t, «)) = — - • a (Identitätssatz) 

4 



Nr. 220 , - (2) 

- (») 



~ y = 0 [nach (3)j 
— |- (nach Nr. 230) 



[nach (3)J (4) 

(5) 

(6) 



Dann erhalten wir der Reihe nach folgende Gleichungen: 
(aaf = X 11 = 3 .4- ■ 7i (vergl. Nr. 230) 



(<i«) 4 (ay) 
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(aay(ay)* - ((/*, y), «*y)< = » ( t «, = * (r«) 2 • (ry) (r«) = 0 
(««)>y)> = ((/; y), a-y-) 1 = J (r>, , W = ("^ ^"^^ 

|('«)*-(r'y) J! + 4(ry)(r«).(rV)(r «) + (T'«)"(r ? y)«)j 
= 1 |[(^)(T»-(ry)(r'«)r+6(ry)(r«).(r»(T'«)j 

(a«)(,,y)« = ((/,y), «y)' - j» (t>, a y»)« = A (ry)* • ( T y) (r«) = 0 

(«y) 5 - ((/*» r), y 4 ) 4 « ! (*', y 4 ) - * (*y)-(ty)* 

Tragen wir die soeben berechneten Werthe der typischen Coeffi- 
cienten in die Gleichung 

(«y)-'.«J = (<* r («y) y,(«a)| 6 
ein, so erhalten wir: 

- A ir-' - *2 ^ 6 ' 4fth + II! A * c *«*r + l 8 5 ^«y' - ■; ,4*/*y\ 

Dividiren wir diese Gleichung mit und setzen 

so kommt endlich nach leichter Keduction: , 3 

i)ie Form fünften Grades erscheint hieuiit abermals in einer 
Normalform, die nur einen Parameter besitzt, und diese Normalforin 
wird die Briosehi'sche genannt. Eine ganz elementare Methode, 
die allgemeine Gleichung fünften Grades durch eine Tschiruhaus- 
transformation in die Brioschi'sche Form zu bringen, hat Gordau 
neuerdings in den Math. Ann. Bd. XXVIII publicirt. 

§ 25. Die Discriminante und die Auflösung der Gleichung 

fünften Grades. 

241. Erste Darstellung der DLscrimhtatUc durch die Fundamental- 
invarianten. Aus der in Nr. 235, (11) gegebenen Darstellung der Form 
f lässt sich unmittelbar der Werth der Discriminante J von f er- 

p. r 

schliessen. Die Discriminante muss nämlich als Resultante von ^ 

und vom Grade 8 in den Coefficienten sein; deshalb kann in der 

ex. 
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ganzen und rationalen Function von Invariauten, durch welche sie 
sich ausdrücken lassen muss, die Invariante C zwölften Grades in 
den Coefficienten nicht auftreten. A ist souuch unabhängig von 0 
und ändert sich daher nicht, wenn C'=0 gesetzt wird. Die Discriminante 
der Form 

ist also auch die Discriminante der allgemeinen Form. Es ist aber 

^ = 5 { Bd i — 4 A> e< } =0. - ... - • 1 

Die erste der beiden Gleichungen liefert ' >,>•■ • V 

- ' Substituirt man diesen Werth in die zweite, so ergiebt sich als - 

Resultat der Elimination von - : 

j « (M B - J s . 

242. Zweite Darstellung der Discriminante. Wir wollen im Folgen- 
den noch eine zweite Methode zur Berechnung der Discriminante geben, 
die au die allgemeine Form /'== anknüpft und auf denselben Grund- 
sätzen beruht, wie früher die Berechnung der Discriminante einer 
Form vierten Grades. 

Wie damals nehmen wir wieder an, die Form /* besitze einen 
lioearen Doppeifaetor p x , sei also dargestellt durch 

wo l irgend eine eubische Form bedeute. Indem wir uns alsdanu die 
Frage stellen, auf welche Invariantenrclation F(A, li)=^0 führt die.se 
Annahme, werden wir uaturgemäss auf die eine geführt, deren linke 
Seite wir als Discriminante bezeichnen müssen. 

Die Beantwortung der Frage lässt sich mannigfach bewerkstelligen. 
Es handelt sich in der Hauptsache darum, die Invarianten A und B 
der allgemeinen Form mit dem simultanen System unserer Form f 
und p in Beziehung zu setzen. Hiezu liefern uns die in Nr. 99 aus 
der Bedingung f = p* ■ l abgeleiteten Gleichungen die geeigneten 
Mittel. Wir erhielten damals: 

(apf^O, (apYa x -*0 (1) 
(*lO»«J = *-tf (2) 

W'W- i (UP)'?, (3) 
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wobei Gleichung (3) aus (ap) l a x = 0 durch die a. a. 0. angegebene 
Reihenentwicklung entsteht. Mau könnte nun direct aus diesen 
Gleichungen und der Voraussetzung « 5 = p*l die Formen A — (t, t) 2 , 
J? = (r ; i) 2 zu berechuen suchen; dabei würde man finden, dass beide 
Formen A und B sich als Functionen von (ip)* und (rp)* darstellen 
lassen. Indem wir daher hier von vornherein nach der Berechnung 
dieser beiden Grossen streben, gelangen wir auf kürzerem Wege zum 
Ziele. 

Um den Werth von (ij>) 2 zu ermitteln, überschiebeu wir (2) zweimal 
über /* und erhalten: "/ - ». ' ' 

(fiby{apyiP=k.(f,p>)*, 

oder durch Comparation mit (3) 

( l} p)- V * = 2A.(r,p-Y. (4) 

Indem wir aber diese Gleichung abermals mit p überschieben, 
kommt: . / r\ * V 

oder endlich wegen (2) 

6 = (f>) 

Zur Berechnung von (r j>) 3 stellen wir zuniiehst eine Entwicklung für 
das Product ip* her, indem wir die Identität (ab)p x = (ap)b x — {bp)a x 
auf die vierte Potenz erheben, und nachträglich mit a x b x umltiplieiren. 
Dann kommt nach .einfacher UeJuctiou, weil {ap) x a x = 0: 

. p* = - 8 (apf al.(bp)b* + «(a p)* «« . , 

oder: 

i . « - s Ai> 3 ■ (/; ; >) + n (/; ^ • (/; p-r 

und demnach wegen Gleichung (4) 

t . 2> 4 = — 8 kp" • {/; + • ^ • (*» (>■, Pl ) «,,'„. (0) 

Das symbolische Product 2 (ip){i l Pl ) i x 'u lässt sicli mit Hilfe 
des Productsatzes (vergl. Nr. 11) leicht in die Form 12<A S — Ap' 
bringen, so dass alsdann die Gleichung (ti) die Form annimmt: 

8*^-8*. (/*,!') + u.^i'S (7) 

wie man sieht, eine Gleichung für die einzige uns noch unbekannte 
üeberschiebung der Form / über p. Aus ihr liisst sich zunächst 
(jf, p) — { — (f, i)\p) berechnen, womit der erste Schritt zur Dar- 
stellung von (r pY gemacht ist, da ja r <=(./, ./)*• Wir überschieben 
nämlich (7) zweimal über i und erhalten: 

} {Apt + MiiJip^i^+i.ipiy) - - 8A-0»+ t V A't*-(pty. 
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oder, weil nach dem Identitätssatze das mittlere Glied links mit 2 Ap~ 
übereinstimmt und (ip)* = 6A*, so kommt: _ . t 

j8i-ü,p)- 4 - ; (8) 

Ueberschiebt man aber diese Gleichung zweimal über sich selbst, 
so erhalten wir nach Division mit A 2 : , - 

— - 

4(r i >) 2 = X*.A. (9) 

Ueberschiebt mau dagegen Gleichung (8) zweimal über tr, so 
kommt, weil nach der Theorie der cubischen Formen (j, t) s ver- 
schwindet: 

\" - 0= * yl . (rj>)* — 8 A- • J?, 

oder wegen (9) 

0 — il* — G4 7?. (10) 

Wenn also f einen Doppelfactor besitzt, so besteht zwischen A 
und B die Relation (10), d<K ./l 2 — 64 i> ist die Discriminante von f. 

243. Auflösung der Gleichung fünften Grades. Die Auflösung der 
Gleichung fünften Grades ist bekanntlich durch algebraische Methoden 
allein nicht mehr möglich. Die Grenze, bis zu welcher die Algebra 
vorgehen kann, haben wir bereits kennen gelernt: sie ist durch die 
Transformation der allgemeinen Gleichung in eine Form mit einem 
ein/igen Parameter Z gekennzeichnet. Dieselbe kann unter auderm 
stets nach Klein (vergl. „Vorlesungen Ober das Ikosaeder" § 10, 
Seite 252) in rationaler Weise auf die in Nr. 192 erwähnte Ikosaeder- 

gleichung j /a = p zurückgeführt werden, deren Wurzeln £= -* =&(q) 

sich mit Hilfe elliptischer Modulfunctionen darstellen lassen. (Vergl. 
Klein: „Vorlesungen über das Ikosaeder" § 7, Seite 132.) Wenn 
wir uns also hier mit Auflösung von Gleichungen fünften Grades be- 
schäftigen, so müssen wir uns auf specielle Fülle beschränken, bei 
welchen vermöge' gewisser Invariantenrelationen die Auflösung sich 
ohne transcendente Methoden bewerkstelligen lässt. Aus der grossen 
Mannigfaltigkeit der hier gegebenen Möglichkeiten besprechen wir 
hier nur einige wichtige Fälle, llieher gehören in erster Linie die 
Formen f f für welche 11 = 0, M \ 0, N ^ 0 ; denn während für B 0 
resp. C = 0 nur Keductionen der Form f auf gewisse, besonders 
interessante Normalformen eintreten und die Bedingung A = 0 über- 
haupt keine bemerkenswerthe Typik zur Folge hat, zerfällt für 72 = 0 
die Form f rational in einen linearen und einen biquadratischen Factor, 
llieher gehören ferner die Fälle: 
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II) a = 0, und eine der drei Formen A, B, C'^O, 

III) o = 0, 7? = 0, 0 = 0, AJ — O, ./^O, 

IV) o = 0, 4 = 7? = C = o/j = 0. 

244. Erster Fall. Wir betrachten zunächst den Fall, in welchem 
die schiefe Invariante verschwindet, also den Fall 

Ä-0, M^O, N^Q. 

Da alle schiefen Invarianten des Systeme» Ii zum Factor haben 
müssen, so verschwinden dieselben durchwegs. 
Solche schiefe Invarianten sind z. B. 

(/,«y, (/, «>ßr, (/".«PT, 

ebenso 

Wenn wir also entweder 

a x {ßa) = ß x (aa) - o T (rt0), 

oder 

Ox (y «) = yx (« «) — «x (a }') 
auf die fünfte Potenz erheben, so verschwinden stets drei Glieder in 
der binomischen Entwicklung rechts, so dass wir erhalten: 

oder 

f. (yaf = c, a r> -f- -}- c^oy 4 , . 

wo Tj f 2 r., , c, c^, wie in Nr. 23f> zu berechnen sind, (0o) ist dabei 
gleich M, (yo) — N; da diese Invarianten nicht verschwinden, so 
sind die rechten Seiten in der That Entwicklungen von F. Setzen 
wir sie gleich null, so erhalten wir in beiden Füllen von vornherein 
eine Wurzel von /, nämlich o. r = 0. Der andere Factor ist dann 
eine biquadratische Gleichung, die sich leicht auf eine quadratische 
reduciren lüsst. 

245. Zweiter Fall. Wir nehmen an, dass die beiden Invarianten 
M und N verschwinden, woraus von selbst hervorgeht, dass auch R 
null wird |vergl. Nr. 227, (4)], also dass 

M = <), N = 0, 7i = 0. 

Die Invariante V sei von null verschieden. 

Wenn aber M — N — 0, dann ist, wie wir nun beweisen wollen, 
auch o = 0, und folglich existirt in diesem Falle überhaupt keine 
lineare Co Variante. 

Nehmen wir zunächst an, o wäre von null verschieden. Es 
ist nun: 

i'x *l — Ti ijj = (i x ty — r x i 9 ) ( i x t y -f r, i 9 ) 2 & x » 9 (xy) . (11) 
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Ersetzen wir y durch «, so kommt: 

% (t «)' - t\ (i «Y = 2 {9a) » x «, . 

Weil aber v 

(r«)* = A r =0, 
= 0, 

so folgt: 

«) - o, 

d. h. # hat den Factor er. Da nun aber 

jl (./'«) = - [vergl. Nr. 224, (2)] 

so ist auch 

0«) 2 ix = ((.; «)#,«) = -(*, «) = o. 

Daraus folgt, dass den linearen Factor a mindestens quadratisch 
besitzt, dass also, wenn p irgend ein linearer Factor 

und folglich (vergl. Nr. 154) 

i = « 2 • c > 

wo c eine Constante ist. 

Erinnern wir uns nun, dass [vergl. Nr. 230, (11) und 225, (1)] 

(f, «-T = A-(f, ty + Z?./ + l a r, ■ 1 (12) 

folglich (/•, a 2 ) 2 = 4 c • (/', «*)* + 7y« 2 p + l c« 1 ; i- 

und bedenken wir ferner , dass j 

o - (/^ = (f t 9 a*y - ((/; W p), 4 

so folgt, wenn wir (J#J dreimal Ober p schieben: 

((/", p 3 )» - ^((f, «*)*, p : ') 3 + pV + J c(«p) 3 . 



Nun ist aber (« 8 p, p s ) 3 = 0, und wegen - - * , 

sowohl das Gljed links als auch das erste Glied rechts gleich null; ^ j ^. £0. 
es bleibt also noch 

(ap) 3 = 0, 

d. h. 

p = c, a, 

folglich 

Da aber auch * den Factor a besitzen muss wegen V«. 

Jlf-= (•«)» — 0, 
so ist auch . .. > 

: '\ 0',0*--«-o, . . . 

was der Voraussetzung widerspricht. 

Die Bedingung M=0, N—0 fuhrt also stets « = 0 mit sich, 
wie umgekehrt aus u = 0 auch sofort das Verschwinden von M und 
N sich ergiebt. 
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240. Wir nehmen also an, die lineare ('ovariante a verschwinde, 
doch von den drei fundamentalen Invarianten A, ß, C sei wenigstens 
eine von null verschieden. 

Wegen a — 0 ist zunächst 

* = -(/,«) = n, 
und daher [vergl. Nr. 227, (1)1 ' ;• : 

2(fr, *') = Ar - Bi = 0. 
Es ist sonach r proportional der Covariante i. Und da nun 

(/-, «) = 2 ((/*, i)«, i) = 0, [vergl. Nr. 2»), (1)1 

so niuss, so lange A = (/', /)* ^ 0, (f,,f)' eine Potenz von i sein, d. h. 
es rauss die Relation bestehen: 

oder weil 

Ar = J>'/, 

auch 

wo eine Oonstante. 

Schiebt man diese Relation einmal über j, so erhält man, da die 
beiden Glieder der ersten Polare von (<ij)*al j t einander gleich sein 
müssen — ihre Differenz hat den Factor (rtj) :t — \ 

'(^rUJtKjl = *i (r\ j) - r x x • (r, ;*). (13) 
Vertauscht man links mit uud nimmt die halbe Summe, so 
kommt: 

Beide Glieder sind aber ein und dasselbe symbolische Product, 
welches nichts anderes darstellt, als die Punctionaldeterminante von 
f und x = (jj,)-;hjir- Wir haben also: 

uud folglich lässt sich Gleichung (13) in der Form schreiben: 

(/', iO + ^C;, r)-o, 

oder (/'-|- c, rj, r) = 0. 

Es müsste also, da x — A i von null verschieden ist und keine 

zwei gleichen Factoren besitzt, / ' -}- c x xj eine Potenz von x, seiu. 
Dies ist aber unmöglich, da /' und j ungeraden Grades. Daher bleibt nur 
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d. h., wenn die lineare Covariante a verschwindet, aber nicht alle 
fundamentalen Invarianten, so zerfallt die Form fünften Grades in ihre 
Covariante j und deren Hesse sehe t: 

247. Dritter Fall. Wir nehmen nun an, dass neben «==0 auch 
die Invarianten B und C verschwinden mögen, während die Invariante 
A noch willkürlich sei. 

Aus der Relation [vgl. Nr. 230 (II)] 

(/',«»)"-{aT-ilt« + (//- l A*)j 
folgt alsdann für « «= 0 die Beziehung: 

- *- A'J - 0. 

Daraus ergiebt sich, dass entweder A oder j verschwinden muss. 
Nehmen wir an 

(1) j^O, 

Dann ist einmal (/, rf = 0, weil ja nach Nr. 22f): 

(/"> t) 1 « — io — 3 ylj, 0) 
und ebenso [vgl. Nr. 245 (11)]: 

= (2) 

da 0- s — (j, a) = O. Ersetzen wir in (2) y durch a, so kommt: 

»•(Ar) s -r.(/-,/)« = 0, 
also wegen (f, t) s 0 

Da j von null verschieden sein soll, so folgt daraus 

r = 0, 

d. h. aber, die Covariante j ist ein reiner Cubus: 
Und weil nun in jedem Falle: 

(/; ,y - o, 

so ist nunmehr 

(«c>) 3 «; = <>, 

und daraus erkennt man, dass /' den Factor p dreimal enthält Wenn 
also: « = 0, Ii = 0, 6' = 0, A = 0 und j ^ 0, dann ist 

wo / quadratische Form ist. 

248. Setzen wir nun aber voraus, dass 

(2) A^O, j = 0; 

Gorilan, InrarUnten. II. 18 
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dann besitzt zanächst * wegen A = Au ^ 0 zwei verschiedene lineare 
Factoren 

* = p-0\ 

Aber aus: 

— j = (f, *T — («p) — 0 
folgt, dass jedes symbolische Product mit dem Reducenten 

(a 9 )(a<f) 

verschwindet. Wenn man daher die Identität 

= Qx(a6) — <J x (üq) 
auf die fünfte Potenz erhebt, so reducirt sich die binomische Ent- 
wicklung rechts auf ihr erstes und letztes Glied, und wir erhalten 

d. h. f ist in diesem Falle eine binomische Gleichung. 

249. Vierter Fall. Nehmen wir endlich an, dass neben a = 0, 
B = 0, C=0 auch 

(3) ; = 0 und A~0 

sei, dann ist zunächst i ein volles Quadrat, also,.. / 

und weil — j = (f f if = (ap) 8 = 0, 

so muss f den linearen Factor p viermal enthalten. Daraus geht aber 
umgekehrt hervor, dass i selbst verschwinden muss. Denn es ist 

■\-r : 9 * { abya x b x = [b x (a 9 ) - a x (b Q ))*a x b x . A i) 
Der Ausdruck rechts verschwindet aber wegen der Keducenten 

(«<0 8 , (W, 

und folglich auch 

cJ(ao)«a x &,-i>-0. 

Wenn also a = 0, .B = 0 = A = 0, und j = 0, dann verschwindet 
auch t. 

Fragen wir uns nun aber umgekehrt, welche Eigenschaft besitzt 
f, wenn i verschwindet, so geht aus dieser einen Bedingung zu- 
nächst das Verschwinden aller Invarianten hervor, so dass f jedenfalls / 1 / ' 
mindestens einen quadratischen Factor besitzt, den wir mit p be- 
zeichnen wollen. Bilden wir nun: 

9 l (ab)* (ap) (6p) = { b x (ap) - a x (b Q ) }* (a p) (6p) , (2) 

so ist der Ausdruck links gleich dem Product p 4 • (/, p s )- = 0. Die rechte 
Seite reducirt sich aber wegen (ap) 4 a x = (6p) 4 6 X = 0 auf 
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d. h. f enthält g cubisch. Aus diesem Grunde erhalten wir aus der Identität 

0 = • (ab)* (bg) a x ={b x (ag) - «, (bg) }>(bg) a x 

die Beziehung: (ap)*a^ == 0, (4) 

welche lehrt, dass f den Factor g viermal besitzt. Verschwindet also 
die Form (f, f)* identisch, so reducirt sich f auf p* • ö*, , wo g und a 
lineare Formen sind, ein Resultat, das wir schon in der allgemeinen 
Untersuchung § 19 erhalten haben. 

§ 26. Das Formensystem der Form sechsten Gradea f a* . 

250. Aufstellung der Systeme (A^) und (7? 0 ). Wie bei der Form 
fünften Grades, so ist auch hier das System (A w ) durch f=a? } das 
System (2?< 0) ) durch (f, f*f — (ab)* a*b* dargestellt, und man zeigt 
wie dort, dass das aus beiden durch Ueberschiebung entstehende 
System (A w ) nur die drei Formen enthält: 

/; (f,/?, ((/;/-)%/•). 

Dieses System (A {1) ) ist relativ vollständig med. (ab)*. Wir über- 
schieben dasselbe mit dem Bildsystem resp. wirklichen System (-B (l) ) 
der Form: 

*-(/•,/■)•- 

Da diese Form k vierten Grades ist, so ist ihr System bereits bekannt. >. 
Es besteht aus den fünf Formen: 

*, (*, k?, ((*, *)*, *), t* = 7?, * - c, 
und ist relativ vollständig mod. (ab) c \ Die beiden Formen n und j k 
sind Invarianten und als solche an der Ueberschiebung nicht betheiligt. 
Das vollständige Formensystein (A^) von /" besteht demnach aus den 
durch Ueberschiebung der Covarianten 

/, (f, f)*, ((/", f)\ f) 

über die Covarianten 

*, (k, ky, ((*, *y, *) 

sich ergebenden Formen, zu welchen ausserdem die drei Invarianten 

a - (/; /•)•, /? = (*, *)\ <? - ((*, *A *) 4 

hinzutreten. 

251. Methode der Ueberschiebung beider Systeme, Es ist nun vor- 
theilhaft, diesen Ueberschiebungsprocess nicht direct auf dem allge- 
meinen Wege vorzunehmen , wie ihn die aus je drei Formen bestehenden 
Systeme dictireu würden. Vielmehr bietet die folgende Methode wesent- 
liche Vereinfachungen. Denken wir uns das volle System von f ge- 
bildet, so können wir die symbolischen Producte, durch welche die 
Formen des Systemes dargestellt sind, in zwei Klassen th eilen. 

18 
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Bei den Faltungen, welche die Ueberschiebuugen des Systemes 
(A™) über das System (2?W) vorschreiben, entstehen nämlich nur 
Klammerfactoren vom Typus (ah). Alle sich so ergebenden Formen 
des Systemes werden demnach mindestens die erste und höchstens 
die vierte Potenz dieses Klamraerfactors (ah) = (bh t ) = (ck*) etc. ent- 
halten. Fassen wir nun alle Formen zusammen, welche die höchste 
Potenz (ah) 1 enthalten, so kann man sich dieselben entstanden denken 
durch Ueberschiebung mit der Form 

l~(ak)'al, 

während sämmtliche Formen, welche die drei ersten Potenzen dieses 
Factors enthalten, für sich ein modulo (ah)* relativ vollständiges System 
S bilden. Dieses System S suchen wir zuerst zu ermitteln; indem wir 
dasselbe alsdann mit der Form l überschieben, erhalten wir das volle 
System (A™) der Form /. 

Auf diese Weise ist die Arbeit getheilt in zwei übersichtlichere 
und einfachere Aufgaben, einmal weil das raod. (ah)* relativ vollständige 
System viel kleiner ist als das gesammte System, dann aber auch, 
weil die Ueberschiebuugen über eine quadratische Form / leicht 
discutirbar sind. 

252. Aufstellung der Reducenten; erster Reducent (ab) 3 . Ehe wir 
jedoch dio erste Aufgabe in Angriff nehmen, das System S zu er- 
mitteln, wollen wir versuchen, uns über die Reducenten, sei es nun 
des Systemes S, oder sei es des vollen Systemes (A™) zu orientiren. 
Dabei erinnere ich, dass ein Klammerfactorenproduct als Reducent 
bezeichnet wird, sobald das aus ihm allein construirte Staminproduct, 
sowie alle daraus durch Faltung entstehenden reducibel sind.. (Vergl. 
Nr. 124 und 144.) 

So ist (ab)* Reducent. Denn das Stammproduct (a&) 3 aHJ ist 
reducibel, weil es verschwindet, und die aus ihm durch Faltung her- 
vorgehenden von null verschiedenen Formen 

jt = (flj)< fl ;^ A = (ab)' 

sind bekannte in das System (A w ) bereits aufgenommene Formen. 

253. Zweiter Beducent (ah) 3 . Aus diesem Reducenten (ab)* lässt 
sich sofort ein zweiter gewinnen. Denn ersetzen wir in dem sym- 
bolischen Product: 

(abyan^-hH-Jyr) 
y durch c, so erhalten wir: ^ 

(ahf(aef(be)hlr\ - {hrPcH* = (ha)» a^h,. 
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Du die linke Seite verschwindet, wie mau durch Vertauschung 
von b mit c erkennt, ho ist auch das Produet: 

(«*) : '«^ = o = (/;*a <.,/ 5 (i) 



d. h. reducibel; aun ihm entsteht durch Faltung die /.um System (A w ) 
gehörige Form 

f = (afc) 4 aji 
und somit ist (afc) 3 Keducent. 

Besitzt also ein symbolisches Product den Factor (ab) 3 oder (ah) 1 , 
so lässt es sich im ersten Falle, von Producten mit dem Invarianten- 
factor A ganz abgesehen, auf Ueberschiebungeu mit der Form Zr, im 
zweiten Falle auf Ueberschiebungeu mit der Form / reduciren. Die 
irreduciblen Formen dieser beiden Ueberschiebuugsgruppeu werden 
wir alsbald kenuen lernen. 

254. Dritter lleducmt (kk'). Durch Combination der beiden Re- 
ducenten (ab)* und (ak)* ergiebt sich ein dritter. Denn die Polaren- 
glieder (ab) 3 al bl und (akY al k M ihrer beiden »Stamm produete lassen 
sich in die Reihen entwickeln (jcJk^T^K* -< ■ t, * -o/it , . " 

. .,,v, .., ^*--tV^)-^-^:""" , , • w'^ 1 : * 

— -b.*> '- Ersetzt man in (1) y durch k } in (2) aber durch b und vergleicht 
die beiden sich so ergebenden Ueberschiebungsrelationeu, so kommt 
direct - \.\\ : < ,\VC< I 

r - l >>: (/; o* = ^+£*, - o) 

wobei J die llesse'sche Korm von k ist. Wir werden später die Form 
v- (/» O 2 » WH3 überhaupt alle Ueberschiebungeu von / mit /?, [p=l, 2, 3J, 
in das System (yl (2) ) aufnehmen. Die Co Variante J ist dann eine 
reduciblc Form vermöge Gleichung (I). Daraus folgt, dass drittens 
(kk') Keducent ist. Denn «?. • 

(kk')W-O 

und die aus diesem Stammproduct durch Faltung entstehenden sind 
und die Invariante B. Jedes symbolische Product mit dem Factor 
(kk') lässt sich also reduciren auf solche, die entweder die Invarianten 
// bezw. A zu Factoren haben, oder auf Uebcrschiebuugen mit dem 
Factor (al)*. Die letzteren werden wir aber, soweit wir nicht noch 
deren abermalige Reduction zeigen, im System vorfinden uud somit 
ist (kk') Keducent auf diese Formen. 
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255. Fterter Reducent (ah)*(aky. Einen vierten Reducenten ge- 
winnen wir durch folgende Betrachtung. Es ist nach Nr. 81 (VIII): 

(a*) 3 «, an x = { l • (yx) (wegen (/, *)» = <)) (1) 
und nach Nr. 83 (IX): . 

(« h) «J «; 6J = J (/", /)*, (yx) + ^ A • (2; 

, - Ersetzen wir in (1) y durch b, in (2) aber durch k, so kommt 
durch Comparation der gleichen rechteu Seiten: 

l <(/;/y,*) 2 = 1 oo 

Es ist also ((/', /")*, £) 3 eine reduciblc Form, und daraus ergiebt 
sich (aby(aky als Reducent. Denn das Staminproduct 

P — (flt)»(at)«flJ6JÄ; 

ist ein Glied der Ueberschiebung ((/*, /")*, k)* und als solches durch 
diese plus einer Summe niedrigerer Ueberschiebungen darstellbar, die 
mindestens den Reducenten (ab) 3 zum Factor haben, da sie ja aus 
(/, f'Y, resp. k durch Faltung entstehen müssen (vergl. Nr. 42). Faltet 
man in dem Product Pden Factor a x mit b x , so entsteht (ab) 3 , a x mit k T , 
so kommt (ak) 3 , und endlich b x mit k Xf so ergeben sich mittelst des 
Identitätssatzes beide Reducenten. Es ist also P und jedes aus ihm 
durch Faltung entstehende Product reducibel, und folglich (ab)'(akf 
Reducent. 

250. Fünfter lleducent (akf (al)*. Da (f, If = 2A + * k, so er- 
halten wir einen weitern Reducenten durch Ueberschiebung dieser 
Form mit k. Es ist nämlich: 

((/, d\ *r - = + 3 *, *)*. 

Weil aber nach der Theorie der biquadratischeu Formen 
so erhält man 

Das symbolische Product links ist also reducibel. Durch ein- 
malige Faltung desselben entsteht der Reducent (ak) 3 und demnach 
ist (akf(aiy Reducent. 

257. Sechster Reducent (aby (al) s . Da endlich A eine reduciblc 
Form, so ist es auch (/', df, und zwar findet man ihren Werth auf 
folgende Weise. Es ist: 
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(ak) 3 a*k = — A l{yx) ' ' . : (1) 
1 v ) (**.)*{*!,- } (2) 



-■ 



t > •' 

Ersetzt man in (1) y durch k, in (2) aber durch a, so erhält " 
man durch Coinparation der beiden entsteheudeu Ueberschiebungs- 
resultate die Relation: 

:. ':■■ ■>:■':. \i.h-L {ttiff+ « f . (ui) 

Anderutheils ist aber 
. ; , (ab? (a y J£ al = <(/', l)\ ff = (2 J + £ A , ff 

= 2(^,/7 + ^(*, /)*, 

also wegen (III) 

(aty (a /)* (/ , A)* • (IV) 

Demnach ist das symbolische Product links rcducibel, und weil 
jedes aus ihm durch Faltung entstehende Product wegen des Factors 
(aby gleichfalls reducibel ist, so ist (a&)-(a/) a Reduceut. 

258. Rückblick. Wir haben sonach sechs Keducenten erhalten: 

(abf, («*)', (**,), WW, 
(ak)*(aiy, (a6)* («/)". 

Jedes symbolische Product, das eine dieser sechs Grössen zum 
Factor besitzt, ist auf andere reducibel, welche entweder eine der 
Invarianten A resp. B zum Factor haben, oder welche durch Ein- 
führung der Symbole h resp. I als einfachere Ueberschiebungen dieser 
Formen über andere Formen des Systemes sich darstellen lassen. Diese 
letzteren Ueberschiebungen werden wir, insoweit nicht selbst wieder 
lineare Relationen unter ihnen bestehen, in das System (4 W ) auf- 
zunehmen haben. 

Wir erhielten ferner folgende Beziehungen: 

• j 1 /.w 2J = 2(*,V => (/', D* - {A k (I) 

3i>k = 6(4,fy + B'f (ii) 

((/', 0 2 , /T»- 1 • * - 1 / + 3 MW < in ) 
(f,ky — o. 

-j Vermöge der Gleichung (I) erhält mau hiessu noch die beiden 

Iuvariuntenrelationcn: * 

A tt -{i t if-2C+iB f f ;, (IV) 
(*,p) 4 - i (ir + AC). ' (V) 



■ 
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Die erste derselben entsteht aus (1), indem man diese Weichling 
viermal über k schiebt: 

2{j, ky^iif, iy, *)•--* ab 

oder: 

2* - ((/; /'*)*' ir - \a b 

oder : 

2c= Q, iy -\ab. 

Die zweite wird durch die viermalige Ueberschiebung von (I) über 
sich selbst geliefert: 

jy - ((/, iy, (/; i?V - l a <</, iy, ty + l A>(k, ky 

oder '■ / 

; b< = ( «^(«0HK) s -i^(^'+^)+ \ a*b. («) 

: /"»»"*fcp er ers t e Terra rechts ist aber ein Glied der Ueberschiebung 

\ ; ' welche unter Anwendung des Produetsatzes auf das zweite Glud 
rechts in 

' V ' : (/., P) 4 = (abyia^W -\A- A u {ß) 

, ' übergeht. Durch Substitution des hieraus sich ergebenden Werthes 
. ' von (ab) 4 (al)* {bl t y in Gleichung (a) ergiebt sich die Relation (V). 

' • ' • 259. Aufstellung das Systemes S ^ 0 mod. (a Nach diesen 

\' Vorbereitungen sind wir nun im Stande, durch Ueberschiebung des 

Systemes {A (l) ) über das System (B w ) in einfacher Weise das neue 
, » „"< i System jS' el_ () mod («Ä) 1 herzustellen. Es ergiebt sich nämlich wegen 
, , der Keducenten und der letzten Relationen direet, dass hiebei über- 
haupt nur die Ueberschiebungen der Form k über die Formen des 



f 



Systemes (A (l) ) in Betracht kommen und selbst hier nur die Ueber- 
f ' ' ' , Schiebung der ersten Potenz von k. 

Denn die Form J ist nach llelation (1) Nr. 258 auf (/', /)*, also 
auf eine Form mit dem Modul (ah) 4 , und auf k reducibel, und dem- 
nach reduciren sich die Ueberschiebungen zwischen ihr und den For- 
■ men des Systemes {A il) ) auf die Ueberschiebungen von k. 

Die Form (4, k) ist wegen der nämlichen Relation gleichfalls 
auf Formen mit dem Modul («/«)* reducibel, sei es a priori oder sei 
es mittelst des Reducenten also ebenfalls überflüssig. 

Die Formen B = / A und C = jt sind aber Invarianten. Also 
bleibt in der That vom ganzen Systeme (/> ") nur die Form k für die 
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zu untersuchenden Ueberschiebungen mit /', (f, ff, ((/', ff, /') übrig. 
Nun ist bereits (akf Keducent, und zwar ist (ah) 3 Q 0 mod (akf, 
wo Q irgend ein syinboliscbes Product. Folglich sind höhere als 
zweite Uebersehiebungeu überflüssig, und wir können uns demnach 
auf die erste Potenz von k beschränken. » 

Durch ein- und zweimalige üeberschiebung von k über die 
Formen des Systemen (A (l) ) entstehen aber die Covarianten: 

</; *), (/; *) f , ((/; /?, /.); ((/•, m ty, (((/, n\ a), *), 

(((/; n\ /). *)*. 

Die drei letzten Formen sind überflüssig; denn ((/, /')*, k) s ist schon 
nach Nr. 255 (II) als eine reducible Form erkannt worden. Die Form 

/> /)*> /) > i at aDor reducibel als Functionaldeterminante von einer 
Functionaldeterminante und im gleichen Sinne ist auch (((/>/")*> /") > 
eine reducible Form, in so ferne die Glieder dieser Üeberschiebung 
durch den Productsatz in Aggregate umgestaltet werden können, deren 
einzelne Tenne theils reducible, tbeils bereits in das System aufge- 
nommene Formen zu Factoren haben. Hievon überzeugt man sich 
unmittelbar auch auf folgende Weise. CSemüss den Ueberschiebungs- 
gesetzen Nr. 44 ist, da (/', /)* = = 0, . , . : f, ' / 7' k" 

(((/, /?, r), *)*-c? 0 +2 r (^> l i-y+^^A-r+^cr, ^r, 

wobei das Anfangsglied G 0 — (ab)* (ak)' (ac) a x b*<*kl und ZW, Z™; 

*■>, Formen sind, die aus T= ((/, /)*, /) resp. //= (/; ff durch V 

einmalige, resp. zweimalige Faltung, entstehen. Die letzte Summe 

reebts hat nur den einen Summanden T - A : alle Summanden der 

zweiteu Summe zerfallen in Producta, deren einer Factor die Form k.' 

Die Formen in der ersten Summe sind 

(ab)'(ac)al» a <* = l(afc)»aW |(« c )6 x - (bc)a^ = \k-f 
(«hfiacfalVcl = \ {(«&)« C , + («r) 8 = 

U, (/ic) (6c) a* ftj ci = ^ { M" K + flj - (abf c^iabf «, cJ-0 , 

so dass also auch die Formen (T^, fc) 1 , wenn sie nicht verschwinden, 
eine der Formen k oder / zu Factoren haben. G 0 ist aber ohnehin 
reducibel nach Nr. 255 und damit die ganze rechte Seite. 

i 

/ . 
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Das ganze System S 0 mod (oft) 4 besteht dem u ach aus den 
zehn Formen: c 

(/", /7> {{f>f)\D \ 

% V, *), (/;*)', s 

2<>0. (Überschiebung dieses Systemcs S über l = (akfal. Unsere 
letzte Aufgabe ist somit, die Ueberschiebungen der sieben Covariauten 
dieses Systemes über die Covariante 

l = (ak)* ai 

zu studiren. Dabei ist es überhaupt nicht nöthig, Producte dieser 
Formen über / zu schieben. Denn alle sieben Covariauten sind ge- 
raden Grades, und demnach würden in jeder Ueberschiebung eines Pro- 
ductes dieser Formen über Potenzen von l zerfallende Glieder ge- 
bildet werden können. 

Wir haben also nur die erste Potenz jeder der sieben Covariauten 
über Potenzen von / zu schieben. 

Die Form f liefert dadurch die sechs neuen Formen 

a, i), (f,iy, (f,n\ (f,n\ (t\n\ 

Die Form (/*, /)- giebt nur zu einer neuen Form 

((/; ry, o 

Veranlassung; denn bereits bei der zweiten Ueberschiebung tritt der 
lleduceut (aö)*(a/)* auf. [Vgl. Nr. 257 (IV)]. -• '" ' 

Aus den Ueberschiebungen von ((/*, /")*, f) mit l entstehen über- 
haupt keine neuen Formen; denn die erste ist als Fuuctionaldeter- 
minante von einer Fuuetionaldeterminante reducibe); alle weiteren be- 
sitzen den Reducenten (atf (ab)*. 

Als weitere Formen des Systemes ergeben sich ferner die Ueber- 
schiebungen 

(k,i), (k,iy, (k t i>r, 

während die Invariante (k, Z*)* nach (V) Nr. 258 reducibel ist. 

Von den Ueberschiebungen der Form (/, k) über Potenzen von l 
liefern die ungeraden überflüssige Formen. Denn sie enthalten resp. 
Glieder wie: 

(ak) (al)l x a\P 
f«A)(aO s («g 

(ak)(alf(al i y(al s) (kl 3 fl, x k x , 
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welche stets wegen des Productsatzes auf andere Formen des Systems 
reducibel sind. So ist z. B. 

:* (ah) (al) h x l x • a> k* = a x *J ( (akf P + (a*)" *J - (kl)' a\ j 

= (f, *)*•« + (/•, iy-k-(f, ty-ik, ly. 

Dagegen liefern die geraden Ueberschiebungen vier neue Formen: 

us, *), os <(/'> *), ((/; *), n\ vr, *), o». 

Hiezu tritt als weitere Covariante die erste Uebersehiebuug der sechsten 
Co Variante (f, k)* über also die Form 

((/; *)*, o, 

wahrend bereits ihre zweite Ueberschiebung wegen des Reducenten 
(aky(aiy reducibel ist 

Die siebente Covariante ((/", ff, k) endlich liefert keine neue Form 
mehr. Denn ihre erste Ueberschiebung mit l ist nach dem nun wieder- 
holt citirten Satze als Fuuctionaldeterminaute reducibel, und jede weitere 
hat den Reducenten (ab)* (al)*. 

201. Tabelle der Formen des Systeme* (A m ). Die Gesaniratheit 
aller Formen des vollen Systeme« von f = a? ist also durch folgende 
20 Formen gegeben. 

1) vier gerade Invarianten: * 

A, Ii, C, (/", / ;? ) ,; und eine schiefe ((/, A), /')"; 

2) sechs quadratische Covariauten: 

/, (k,i)\ (/, / 2 )\ <k,r-y (/, jy. ((/;*), 'T; 

.">) fünf biquadratisehe Formen: 

k, (/; OS (*, 0, (/'> O 3 , ((/', *), i*Y ; 

4) fünf Covarianten sechsten Grades in .c: 

a (/; *>v) </; o, {(fy *)*, o, ((/; *), os 

f>) drei Covarianten achten Grades: 

(f.ty, (f,k), «/, tr, 0; 

(>) eine Covariante zehnten und eine zwölften Grades, nämlich: 

((/•,/*)»,*), rc Sp . 

§ 27. Relationen zwischen den Formen des Systeme» von /'=«£. 

2V>2. Einführung von lebcrsdiiebumjiujliedern in das System. Nach- 
dem wir durch die vorausgegangenen Untersuchungen in den Besitz 
nüiii uitlieher Formen des vollen Systeme* von /' = a* gelangt sind, 

*) (/. *) s = P bei Clebsch „Kinäre Formen". 
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tritt an uns die Aufgabe heran, diese Formen, wenn uöthig, durch 
eingliedrige symbolische Producte zu ersetzen, die für die symbolische 
Rechnung als besonders tauglich erscheinen. Dies gilt insbesondere 
für die fünf Invarianten des Systemes, sowie für die sechs einfachsten 
Covarianten, d. i. für die sechs quadratischen Formen. 

Von den Invarianten siud aber die drei ersten ohnehin einfache 
symbolische Producte, nämlich 

A=(abY, Ii = (**,)', 

diese werden wir beibehalten. Dagegen werden wir an Stelle der 
Ueberschiebungen (/', Z 3 ) 6 , ((/', k), l 1 )* symbolische Producte einführen, 
die sich aus dem simultauen {System der sechs quadratischen Cova- 
rianten ergeben. 

Von den quadratischen Covarianten sind die beiden Formen / 
und (k, If durch je eiu einfaches symbolisches Product dargestellt; 
alle übrigen ersetzen wir durch eines ihrer Glieder. 

263. Die quadratischen Formen. Wie bei der Forin fünften 
Grades die linearen Covarianten, so spielen hier die quadratischen eine 
wichtige Holle. Auch hier ist das simultane System von vornherein 
bekannt, und die erste Aufgabe ist, dessen Stellung zum vollen System 
von i ('= a* kennen zu lernen. Diese Aufgabe aber deckt sich mit der 
vorhin gestellten: die coinplicirteren quadratischen Covarianten durch 
einfache symbolische Producte zu ersetzen. Setzen wir nämlich neben 

(ahyal^l, (k,lf-(kiykl = m, (1) 

die wir a priori beibehalten, auch noch 

•»)*«=«, 

dann zeigt sich, dass die in dem Systeme dienrr drei Formen l, m, u 
auftretenden Functionaldeterminanten 

k = (m, h), p«=(h, /), v = (/, *•) (2) 

Glieder von (k, P) a ™sp. (/** ' 3 )'\ ((/*, *), während n an 

Stelle der Ueberschiebung (/*, l 1 )* treten kann. Denn man hat wegen 
der Relation [Nr. 258 (l)J 

(f, iy = 2J+ \ A h 
durch zweimalige Ueberschiebung mit l die Beziehung 

(/; Fy^2(.j r iy+ l A<k, ty. 

Hierin ist nach unseren Bezeichnungen (1) (Ä-, If = «<; das erste 
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Glied rechts ergiebt sich aber als zweite Ueberschiebung von J = (k, k)* 
flber l aus der Reihenentwicklung 

(kkJkH^-J., + lB(yxf, ' 
indem wir darin y durch / ersetzen; man erhält 

oder 
oder 

(m, t) s = n-(^ f + (3) 

Demnach wird: 

(/, /-T = 2«-^./ + ^m, ' (4) 

und folglich kann (/', f*) 4 durch m ersetzt werden. 
Es ist ferner: 

K k t n* = l {www, - «*, o« o = ( W> o - - » 

= (2n-^lU + { ,1m, /) = 2(«, /) + * A («, /, 
und endlich 

= 2n — + £ = 2 (im, n) + * B{1, m) 

- 

= 2* -f 2?v. 

Das symbolische Product links ist aber ein Glied der Ueberschiebung 
((/', k) f Z s ) ß , so dass damit der lineare Zusammenhang von k mit dieser 
Form des System es hergestellt ist. 

Die sechs quadratischen Covarianten des Systeiues werden also 
der Reihe nach durch die Formen: 

A — (m, n) , ^ = (n, /) , v = (/, im) 

ersetzt. 
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264. Die fünf Invarianten. Von den Formen 

V.ff, (*.*)\ «*,*)*, *>*, (f, Pf, W,*),*Y 

werden, wie schon Eingangs erwähnt, die drei ersten beibehalten. Die 
vierte ersetzen wir durch die Invariante (l, n) a = A tn = D, die fünfte 
durch die Combinantc — (lm)(mn)(nl) = B. Was nämlich die Forin 
(f, P) s betrifft, so hat man: 

{f, Pf - {aiy (altf (aQ* = ((aO'K) 2 «J , IL) 3 
= ((/, ^,0"-(»(^f) , + f», «y 

= (2 W -4^+^m,zy 

= 2(n, 0»- J 0 8 + j^K 0". 

Diese Gleichung lehrt, dass in der That an Stelle von (/", Pf die 
Form (n, Vf = A ln treten darf. 

In Bezug auf die Invariante ((/*, l*)* ergiebt sich aber, dass 
sie sich überhaupt nur um einen numerischen Factor von der Form 
R = — (Im) (mn) (nl) unterscheiden kann. Denn im Systeme von 
f—al tritt nur diese eine fundamentale schiefe Invariante auf, und 
sie ist vom Grade 15 in den Cocfficienten von /'. Die Form R ist 
aber gleichfalls schiefe Invariante und vom Grade 15 in den Cocffi- 
cienten; sie kann also nur eine lineare Function der ersteren sein, d. h. 

R = 9 .{(f t k),iy. 

Die fünf Invarianten des Systemes können demnach dargestellt werden 
durch die symbolischen Producte 

c = {H t y (k t h s y & ky , n = a, h 

R =» — (/t») (mn) (nl) - 

205. Die Stedten Ueberschiebungen von /4 und k über die quadra- 
tiscficn Formen l, m, w. Neben den fundamentalen quadratischen 
Formen interessiren uns noch eine Reihe anderer Covarianteu zweiten 
Grades, die wir im Folgenden berechnen wollen. Es sind das in erster 
liinie die zweiten Ueberschiebungen von 4 und k über l f m, n, so 
weit sie nicht bisher schon in Betracht gezogen wurden. 

Was die Ueberschiebungen von k betrifft, so war 

(fr, /)* = »,, (k, imV = w 

lli»-/u ergiebt sich 
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Denn es ist r_, - ' „. A ,» , ; 

(i, n y = = MfiWki = {kk.y ^k.y {kjr- ki . 

Nach den Gesetzen der Keihenentwicklung hat man aber 
und daraus folgt unmittelbar für y = J die obige Relation. Von den 



1 u 'J 



•4' 1 ( 



zweiten Ueberschiebungen der Form J über m, n ist (z/, /)* bereits / 
berechnet [Nr. 203 (3)|. Es 



Hiezu findet sieh: 



6 3 



(21 



Die zweite dieser Relationen erhalten wir, indem wir in der Reihen- 
entwicklung y/j 

t/ durch / und alsdann (k^Y[klY = ((.J, (H)**?) 2 durch {J, tnf 
ersetzen, während die dritte aus derselben Entwicklung («) für y = tu 
hervorgeht 

266. Die UebcrscJikbungcn von f über Productc ton l, tn, w. Eine 
weitere Reihe quadratischer Covarianten liefern die vierten Ueber- 
schiebungen von f über P, Im, ln } w 8 , »in, n*. Die drei ersten er- 
geben sich unmittelbar durch zweimalige Ueberschiebung der schon 
früher gegebenen Relation: 

(f, 0 8 ~2z/ + f k j -17 

über l, m und n unter Benutzung der eben gefundenen Relationen (1) 
und (2). Das Resultat ist: 



(A, = + C7 + (| C + i ,1 m + £ „ 



Hiezu treten durch nachfolgende Untersuchungen die drei weitereu 
Relationen: 
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(/, »■')• - { j A.. + c { 'r - ^ )•» + 3 » 

\ | | 1 . . BC\, . 1 | /f* . AC\ . 1 fvl/f .1 

(/, ny - { J ^ - ( ;}/+ [A ln + - }n 

wenn wir die Invarianten (/, Z) 2 , (i, w) s , (7, n) 2 etc. resp. mit A, t , 
A im , A tn etc. bezeichnen. 

Zur Ermittelung dieser drei letzten Ueberschiebungen ist es nothig, 
zuvor (/*, m) s und (f t n) s zu berechnen. Wir gehen aus von der schon 
in Nr. 255 benutzten Reihenentwicklung (1) 

: " («*)■«!*.«,- 4 &*)• l» 

Ersetzen wir in ihr y durch /, so erhält man: 

Entwickelt man die linke Seite nach dem Productsat/., so kommt : 
£ = «2 (a*)« { (a*)»Z + («/)* t» - (M) 2 «i } 
= P + (a Af (a/) a «i *2 — «i ) 

<=<* + ((/; o b , 

-/* + f •* + 3 



daher 



Ersetzt man dagegen in (ß) y durch m, so erhalten wir 

2 (ak) 5 (am) a\ k z m x — ' t / M • 

Wendet man wiedemm auf die linke Seite den Froductsatz an, dann 
erhalt man: 

- (/; *) 4 • « + ((/*, »«) 2 , A-) 2 - (a (kmykir 

- / m + ('J + * * + 3 ^, A-y - (/; w) 58 - 

Im mittleren Ciliede rechts ist die Ueberschiobung (/*, ky zu berechnen. 
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Wir benutzen hiezu die Reihe: 

U y U„ = (P) y * + j A (y*) 2 . (II) 

Ersetzt man hier y durch k, so kommt V? 

(lkfkl-11 - (/*, *)■ + { (2C+ 

oder 

Trägt man diesen Werth in (6) ein, so erhält man: 
' 4 " = Im + { ; (im - I C* - J X Jik) + f ^ + 4| *] - (f, »y. 

Daraus folgt endlich: 

(f, ny-lm-{-Ck+ B -J. (7) 

Mit Hilfe der Relationen (5) und (7) lassen sich nun in einfacher 
Weise die Ueberschiebungen (f, m 2 ) 4 , (/", mn)\ (/, n 2 ) 4 berechnen. 
Es ist: _ 

(f> ™r - l (P, my + | (A, m) 2 + 3 «O 2 . 

Hierin ist, wenn wir in der Reihenentwicklung (II) y durch m ersetzen: 

(P, m)» = (l, mf.l-'-Atttn. 
Ferner hatten wir in (2) Nr. 265 

und da ausserdem (k, m)* — n, (Z, w) 2 = ^4 im , so ist endlich: 

Schieben wir aber die Relation (5) zweimal über w, so kommt: 

(f, »**) 4 = i- (P, n) + £ (*, n) 2 + f «V. 

Aus der Reihe (II) folgt wiederum für y =» w 

(P,J=(l,ny-l-±A u n. ff }' 

Die Ueberschiebung wir<4 also unter Berücksichtigung der Relationen 
(1) und (2) Nr. 265 

Endlich ergiebt sich aus der Gleichung (7): 

(f, ny = (Im, ny - \ C (k, n) 2 + ^ K n) 2 . 

Uor«l»n, InvMiautcn II. 19 
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Zur Berechnung des ersten Gliedes der rechten Seite henutzen wir die 
lieihe 

Im* + ml* — 2 (lm\, + * ii, „.(**)"• 
Ersetzt man hier y durch w, so kommt: 

2 (Im, «) s = lA mn + »w^ iB — 3 i4,„n. 

Demnach wird 

(/", - t * + ^ - m - 1 A "» n ) ~ i { s ' + f m | 

Damit wollen wir die Berechnung von quadratischen Covarianten der 
Form sechster Ordnung abschliessen, und zur Berechnung der Inva- 
rianten der quadratiscilen Fundamentalcovarianten übergehen. 

207. Berechnung der Invarianten des simultanen Systemes l, m, n. 
Die drei quadratischen Covarianten besitzen ausser der schiefen In- 
variante Ii = (Im) (wn) (/») noch sechs simultane Invarianten (vgl. 
Nr. 131) 

Au, A.i m} Ai n , A m , n) A mn , A nH) 

die wir nun im Folgenden durch die Fundamentalinvarianten des 
Systemes von f = a% darstellen wollen. -, , 



Wir hatten bereits früher erhalten (vgl. Nr. 258 und Nr. 2C4) 

A lm =(k t l (IP + AC) }• (i) 
A,„ 



2C+\AB 

(*, py=l {ip + ac) 



Hiezu ergiebt sich: 
A m ,„ 

A m N 

A n H 

Denn man hat: 

a - «*, n», my 

A mn = <(*, iy, n y 

A nn - ((fr, m f, n y 



■ 'V 



= I) 



\{b> + 2C* + l ABC\ 
l BD+\ü{B* + AC) 



(fr, Wf) 4 = W) 2 , /)* = (», 0* ' ' ♦ . v 

(fr, »0 € -((*. »V, o 2 =(> + |', >) 5 

(fr, mnV = ((fr, «)*, *)* - (* m + * l, . 
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2C8. Die Relationen ßr die schiefe Inva^ite. Aus der Theorie 
der simultanen quadratischen Formen ergiebt sich unmittelbar, dass 
(vgl. Nr. 133) R auch dargestellt werden kann durch 

^ R •= Ali = A lllfl = A nr) 

,' und dass ferner zwischeu R? und den übrigen fundamentalen Cova- 
k,! rianten eine Relation bestehen muss, welche aus 





Au, 


Ai mf 


A l% 


2R- = 


A m i , 


A mm , 


A mn 




A„,, 


A n „, , 


A„ 



durch Substitution der in Nr. 267 berechneten Werthe der Deter- 
minantenelemente hervorgeht. 

m Weitere Relationen will ich nicht mehr anführen. Die schon früher 
in der Theorie der quadratischen Formen gewonnenen zahlreichen Be- 
ziehungen lassen sich hier direct übertragen. In ähnlicher Weise würde 
man auch die Theorie der biquadratischen Formen benutzen können, 
um Relationen zwischen den Co Varianten vierten Grades des Systemes 
aufzustellen. 

§ 28. Die Discriminante der Form sechsten Grades und irrationale 

Relationen. 

209. Vorbereitende Untersttdmngen. Die erste Berechnung der 
Discriminante einer Form sechsten Grades haben wir von Brioschi. 
Er benutzte hiebei die allgemeinen Differentialgleichungen, denen In- 
varianten überhaupt genügen, und charakterisirte dann die Discrimi- 
nante, indem er ihnen specielle hinzufügte, welche nur durch Discri- 
minanten befriedigt werden (Crelle's Journal Bd. 53. Vgl. auch Fait 
di Bruno, „Theorie der binären Formen", deutsche Uebersetzung von 
Walter, S. 275). 

Die genaue Kenntniss des vollen Systemes von /* gestattet uns 
indess hier wiederum den nun schon mehrmals eingeschlagenen directen 
Weg zu verfolgen (vgl. Discrini. der Form vierten und fünften Grades), 
indem wir uns fragen: 

„Welche Relation besteht zwischen den Invarianten A, Ii, C, D, 
wenn f = a* • <p, wo « x eino lineare und <p eine biquadratische 
Form ist?" 

Wie bei der Form fünften Grades, und wie überhaupt allgemein 
(vgl. Nr. 99), gehen aus der Voraussetzung f = al • <p folgende vier 
wichtige Beziehungen hervor: 

19* 
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5, 



«)«-0, (aafa, — 0, (1) 
(aa)««j (2) 



? 1 (afc) 2 (aa)«"« - f- (*«)» *j • a> ^ A • «J , (3) 

wobei Gleichung (3) aus (a«) 4 a t durch die in Nr. 99 angegebene 
Reihenentwicklung gewonnen wird. Der Werth des Parameters ü be- 
rechnet sich gleichfalls wie früher. Wir ersetzen in (2) x durch b 
und multipliciren mit 6j, dann erhalten wir: 

(aa)«(a&)» W-A.tf, «*)* 
und demnach wegen (3) 

A 1 . * • (/; - (kafkl .al + ^A-ai- , (4) 

Ueberschiebt man aber diese Relation zweimal üuer al f so kommt in 
Verbindung mit Gleichung (2) direct: . , . , 

i«--(*«y. ' (5) 

IJte nächste Aufgabe wiirc nun, wiederum auch eine Relation für die 
erste Ueberschiebung (/*, et) zu ermitteln und auf Grund der so be- 
rechneten Ueberschiebungen von f und a das Formensystem der simul- 
tanen Invarianten von f und u mit den Invarianten A, B f C, I) in 
Beziehung zu setzen. Hiebei zeigt sich aber, dass insbesondere die 
höheren Ueberschiebungen von k t 4 und l über a die hervorragendste 
Rolle spielen, und wir suchen demnach hier von vornherein sie mit 
dem allgemeinen Formensystem in Beziehung zu setzen. 

270. Berechnung von (laf und (^fl)*- Zur Berechnung der Ueber- 
schiebungen von l über a benutzen wir am geschicktesten die Rela- 
tion (4), indem wir sie dreimal über k schieben. Dann kommt: 

k(aa)Xakya x k x -=\ { (kk^ak^ikk.yak.yk, } {kaY^-^Aik^)^ 

l-± (J, *>ru a -±A(k, (1) 

weil das zweite Glied der Klammer rechts identisch verschwindet und 
d — (kktfk\ k'i x ist. Anderntheils ist aber, da nach Nr. 253, (f, £)' = (), 

(akyalk x a x ^U,-(*y), ' y 

und demnach (aa)* (ak) 3 a, k x = ^ (l, u) • a x . (2) 

Führt man diesen Werth in (1) ein, so kommt nach Division mit * « x : 

*•('. «)--{<<*. *? + -üM*,*r\ (3) 
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und hieraus durch abermalige Ueberschiebung mit a: 

A • (I, «')* = -{(<</, + ± A • (k, «*)*} • (4) 

Eine zweite Gleichung zwischen (ia) a und (du? erhalten wir durch 

viermalige Ueberschiebung von Relation (4)^mit der Form h t nämlich /■$•-' v - l , 

A ■ {laf =» (d, a*y -\-^A.(k, o 4 ) 4 . (5) 

Indem wir beide Gleichungen addiren, erhalten wir wegen (Aa)* = 6A 2 

(lay--±A.X, (6) 
und indem wir sie subtrahiren 

Nun lässt sich aber Gleichung (3) auch in der Form darstellen 

(a.i+(j, « s ) 8 + ^-(*, «)-o, 

d. b. (vgl. Nr. 99) die quadratische Form 

ist eine Potenz von a, so dass also, wenn p eine Proportionalitäts- 
constante, die Relation besteht 

^+*„ä- (k«yki . (7) 

Die Constante p finden wir sofort, wenn wir diese Relation (7) zwei- 
mal über sich selbst schieben. Hiebei ergiebt sich links, da 

(l, lf = 2C+\Al}, 

der Werth: — 2A • q (laf + A* (2C + | AB^; (8) 
rechts dagegen erhalten wir: 

oder, weil nach der Theorie der biquadratischen Formen (J,k) % = —/c { 
und (J, Jf = ~k — — J: * 

£ (*«)* - f (21«)« + ^2? • (&«)< + £ ^ 3 • (^«) 4 . (9) 

Tragen wir nun in (8) und (9) die Werthe von {ka)\ (Ja)*, (Ja)» 
ein und setzen beide Ausdrücke wieder einander gleich, so kommt 
nach einfacher Reduction: 

(10) 
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271. Die Discriminante. Die Relation (7) gestattet nun aber 
auch die Invariante D = (mm,)* mit den simultanen Invarianten 
{ JaY und (fca)* in Beziehung zu setzen und damit erreichen wir zu- 
gleich das Ziel unserer Aufgabe. Ueberschiebt man nämlich die er- 
wähnte Relation (7) zweimal über k, so erhält man wegen (k, l)* «= m 
zunächst: 

p . {k} a *y _ A • m = (Jay(Jk)'kl + * b A • (*«)*&*)*** . (1) 

Die Werthe der beiden Terme rechts ergeben sich aus den ent- 
sprechenden Reihenentwicklungen : 

(**,)»«*?, - ((*, »)•),. + J (*, *)• (*») ! = ^2 + \ (yxy, 

indem man darin y durch a ersetzt Führt man alsdann diese Werthe in 

1 8 

(1) ein und ersetzt q durch —B — ^A*, so kommt nach Multipli- 
cation mit — 3: 

3 Am - (B - 2 8 6 (k«yV x -±A*(Jayj}-(c+ * ,41?) a) . 

Bilden wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung 

3 Am = P - (*«)*** + • (.Ja)* <4 j + 11 • a] 
die Hesse'sche Form, so erhalten wir 

9A*D = P*(^«) 4 + <?*((^, a 4 ) 4 

+ 2PQ((zf, h)\ a 4 )' -f- 2P lt-{k a y + 2QR{JaY. 
Ersetzen wir hierin (J, J) s und (zf, fc)- durch ihre Werthe 

H Ä: — ß z/, resp. — und ordnen alsdann nach den Ueberschiebungen 

(<4a) 4 und (£a) 4 , so geht diese Gleichung über in: 

!U*2) = (J«V {i n '-^Ö s + 2(?7ij + (*«) 4 {^+f -Pg + SP/f} 

oder wenn wir nun (Ja)*, (&a)*, P, R durch ihre Werthe ersetzen 
und mit A* dividiren: 

9i> - - \A [JP - ' • A'B + £ A< + * AC\ 

+ 6 } 3 ■ l i A ' c - } * + "1 ^ 373 - 2 BC \ ■ 

Das ist 'die Invariantenrelation , welche die Voraussetzung f = a; • tp 
zur Folge hat. Wir könneu sie auf die einfachere Form bringen, 

o 

indem wir " A =* A x setzen: 
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12 A> - 30A t *B - 20^(7+ IbA, B* + 12 BC + 9 2) = 0, 

und die linke Seite dieser Gleichung müssen wir als Discriminante 
von f bezeichnen, mit der sie auch in Bezug auf den Grad in den 
Coefficienten übereinstimmt 

272. Irrationale Relationen bei Combinanten. Ehe wir die Unter- 
suchungen über Co- und Invariantenrelationen verlassen, will ich 
noch auf eine Gattung von irrationalen Beziehungen zwischen Com- 
binanten hinweisen, auf welche bereits Brill, Stephanos, Meyer 
und Stroh aufmerksam gemacht haben. 

Sind nämlich f = r* und tp = zwei binäre Formen n*" Grades, 
so ist nach einem Satze von Gordan (vgl. Nr. 68 und Math. Ann. 
Bd. V) jedo Oombinante der beiden Formen Covariante des Cayley'schen 
Ausdruckes 

«wtovw-vw /•(«/), 

also seiner Elementarcovarianten. Diese Elementarcovariauten sind 
in unserem Falle die ungeraden Ueberschiebungen von f über <p, da 
die geraden sich gegenseitig aufheben, also die Formen: 

(ff <P), (/, <PY> W, <3P) 5 -.- etc. 

Aber diese Covarianten können nicht von einander unabhängig sein. 
Denn wenn g> proportional /' ist, so verschwindet W und demnach alle 
Elementarcovarianten, und umgekehrt: Ist X F identisch null, so ist 
/'—(>• 9> , wo q eine Constante. Damit aber /' und 9 einander pro- 
portional sind, ist es bekanntlich schon hinreichend, dass ihre Functional- 
determinante (/*, <p) identisch verschwindet. Wenn also schon das 
Verschwinden der ersten Elementarcovariante auch das Verschwinden 
von ^ und damit aller übrigen Elementarcovarianten nach sich zieht, 
so können diese letzteren nicht mehr unabhängig sein von (/, <p). 
Es müssen vielmehr die Coefficienten der späteren Ueberschiebungen 
homogene und irrationale Functionen der Coefficienten von (f, <p) sein. 

Man kann daher sich die Fragen stellen: Welches sind diese 
Coefficientenrelationen und wie gelangt man zu ihnen? Was die zweite 
Frage betrifft, so kann man zu ihrer Beantwortung einen schon mehr- 
fach benutzten Weg einschlagen. Wir bilden eine Covariante von 
(/', <p) durch Ueberschiebung dieser Form über sich selbst, und sehen 
nach, ob sich diese Form nicht auch simultan durch eine Ueber- 
schiebung von F = (f, g>) über eine der übrigen Elementarcovarianten 
darstellen lässt Dies ist sicher der Fall, wenn z. B. ein Glied der 
Ueberschiebung (F, F) f verschwindet, da man weiss, dass jedes Glied 
einer Ueberschiebung nach dieser und niedrigeren Ueberschiebungen 
von F (Iber andere Formen entwickelt werden kann. 
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Nun tritt bereits für v = 4, also in (F, F) 1 ein solches Glied 
auf. Es ist, wenn F= (f, y) = (rs) r;~« das Glied 

(rs) (r lSl ) (rr,) (sr,) (rsj (ss t ) r;- 3 s-- 3 r£-» 577' , 

welches verschwindet, weil es durch Vertauschung von r mit r, nur 

sein Zeichen ändert. Es muss also eine Relation bestehen von der 
Form 

. O-(f.F)« *,)'. (I) 

wobei 0^ irgend welche spätere Elementarco Varianten niedrigerem 
Grades als F sind. Durch Coefficientenvergleichung findet man als- 
dann jene Relationen, welche die Coefficienten der Formen Q M mit 
denen von F in Beziehung setzen. 

273. Beispiel. Wir wollen hier an einem speciellen Falle, in 
welchem die Functionaldeterminante F= (/, <p) eine Form sechsten 
Grades ist, diese allgemeinen Betrachtungen erläutern. Die Formen 
/' und <p sind alsdann zwei biquadratische Formen 

und ihre Combinanten entstehen durch Ueberschiebung der beiden 
einzig vorhandenen Elementarcombinanten 

F= (rs)/- 3 * 3 =-= a« 

\ / x X X 

<p = (rsyr x s x . 

Nach dem Vorausgegangenen sind die Coefficienten der Form <t> 
irrationale Functionen der Coefficienten von F. und unsere Aufgabe 
ist, die Beziehungen zwischen diesen Coefficienten herzustellen. Da 
wir es hier ausser der Combinante F nur noch mit einer Combinante 
0 zu thun haben, so wird die oben aufgestellte allgemeine Relation 
(1) iu einfacher Weise zum Ziele fahren. Wir bilden demnach (F } /'')*, 
also die Covariante k von F = a\. Da diese Form A; = (a&) 4 a;&* 
aus der gemischten Polare a* a* a; für y «= g = b hervorgeht, so wollen 
wir zunächst diese gemischte Polare in Symbolen r, s darstellen. 

Wir substituiren zu dem Zwecke in der Identität: 

o fi = (rs) r 5 s 3 

für Xi den Werth A, x t -f- A 2 y, -}- dann kommt: 

+ V* + = (rs) (A, r, + Vv + W (V* + + M-) 3 - 

Durch Comparation der Glieder mit dem Factor A, 8 A 2 S A 3 9 erhält man: 

00 aj a] a\ = 30 (rs) r x r„ r, s x s„ s, -f 9 ( rs )^! r l r » s v s » » 
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wobei sich die Summe über die sechs möglichen Producte von der 
Gestalt r\ r v s v s) erstreckt Addiren wir rechts sechsmal das Product 
$(rs)r x r„r t s x SyS, } indem wir gleichzeitig jeden solchen Summanden 
von je einem Gliede unter dem Summenzeichen subtrahiren, so findet 
man nach zweimaliger Anwendung der Identitäten 

r x s„ — s x r v = (rs) (xy) , r x s t — s x r, = (rs) (xz) , r y s t — r t s y =» (rs) (yz) 
die Relation: 

00 a« a 2 a] = 90 (rs) r s r v r, s x s, s, + 9 (rsf^ (xy)* r, Sl . 
Dividircn wir dieselbe durch 45 und setzen nun 
| 0= | ( rs y rxSxS=sp * t eic > 

so kommt: 

2 a\ a} a] = 2 (rs) r x r„ r t s x s y s> + y { pl (ysf + p} (xz) 2 + p] (xy) 2 } , 

oder, indem wir den Productsatz 

p,p. (xy) (xz) + \p 2 (yz) 2 - 1 { A » (xz) 2 + p. (*y)' } 

auf den zweiten Term rechts anwenden: 

2aj a^a? = 2(rs) r x r v r, s x s„s t -f p x (yz) 2 + p,p 4 (£y) (ss). (II) 

Ersetzen wir hierin y und je durch b und multipliciren mit 62, 
so kommt: 

2 al bl = 2 (r*) (r&)' (s&) 2 r, s x 62 + (bp) 2 b x . (III) 
Der zweite Term rechts ist nichts anderes als — (F, 0) 3 . Der 

Werth des ersten Termes ergiebt sich aus derselben Gleichung (II), 
wenn wir darin y durch r, z durch s ersetzen und mit (rs)r x s x multi- 
pliciren; man erhält alsdann: 

2(rs)(arY(asy a*r x s x = j>i • (rs) 3 r x s x + (pr)(ps)(rs)r 2 x s 2 . (1) 
Hierin ist der zweite Term rechts ein Glied der Ueberschiebung 

(/", VY = ('*) W , plY = (r 5 V) { (prY r x sl + (p S y s x r x + Z(pr)(ps)r 2 x sl } . 

Ersetzt man in der Klammer rechts die Grosse (pr) 2 sl -\- (ps) 2 r 2 
nach dem Productsatz durch 2(pr)(ps)r x $ x (rs) 2 pl, so kommt: 

(f, PY = (PS) (pr) (rs) r 2 sl + \ (rs) 3 r x s x -pl. (2) 

Führt man also in dio Gleichung (1) den aus dieser Gleichung (2) 
sieh ergebenden Werth von (ps) (pr) (rs) sl r; ein, so erhalten wir 

2 (rs) (ary («*)» a; r x s x = J . (rs)> r x * x + (/", p)* , 



■ 
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oder, weil P' X =P = 5 (rs)* r x s x , 

2 (r *) (arY (a sf a\ r x s x - 2p* + (f, pf - ± 0» + } (F, . 

Durch Substitution dieses Werthes in (III) ergiebt sich endlich 
nach Division mit dem Factor 2: 

(F, F)* - > 0« + l (F, *)», (IV) 

und dies ist die gesuchte Fundamentalrelation zwischen den Coefficienten 
von F und 0. 

274. Führen wir in dieselbe die Symbole a, k und p von F 
resp. (F, F) 4 und ß 0 ein, so nimmt sie die Gestalt an 

* = *>' + («*>)' «i- (3) 
Durch Vergleichung der Coefficienten von z auf beiden Seiten 
dieser Identität erhält man fünf Gleichungen zur Berechnung der drei 
Grössen p 0 p i p^. Doch lässt sich dieses System in einfacher Weise 
auf eine einzige Gleichung für die Discriminante P (f>j>,)* der 
quadratischen Form p reduciren. Ich aberschiebe diese Identität zu- 
nächst viermal über /, und erhalte, da (k, f) 1 = (a£) 4 «J = /, 

1 = (/', ?y + if, (f, pyy - (a Pl y # + {aby {b P y a* . 

Der Werth des ersten Termes rechts folgt aus der Fundamental- 
relation (3), indem man sie zweimal über p schiebt: 

(r^y = (hpy-Y r 'P- 

Um das zweite Glied zu berechnen, bilde ich die Ueberschiebung 

(*,,»)» - (aby(ani, = (a !f [{b P yal + 2{ap)(bp)a x bJ 

= (a 3- ( (W «; + ("P? K + (b P y a* x - (a by P \ . 

Hieraus folgt direct: 

[ab) i {hl , r . fl j = ( /; (/ ; p yy = {kf p y + £ pm 

Demnach wird 

l^2(k,j,y+\ P (A-2P). (V) 

Bildet man nun dio zweite Ueberschiebung dieser Relation über ;>, 
so findet man: 

(i P y = 2{k, P *y + ^(A-2P). (4) 

Die Fundamentalrelation (3) liefert aber für (Je, p-) A unmittelbar 
durch viermalige Ueberschiebung über k: 

{k } p>y _ b - (i P y. 
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Trägt man diesen Werth in die letzte Gleichung (4) ein, so kommt: 
3(l P y = 2B+*(A-2P). (VI) 

# 

Gelingt es uns nun, die Ueberschiebung (lp) 2 noch auf eine zweite 
Art darzustellen, so erhalten wir in Verbindung mit Gleichung (VI) 
eine Relation für P. 

275. Nun erinnern wir uns aber daran, dass die zweimalige Ueber- 
schiebung von /I über X dargestellt ist durch (vergl. ^r. 265, 2) 

(^,0 8 = n-|/, 

dass also rechts wiederum die Covariante l auftritt. 

Wenn wir daher die Relation (V) zweimal über d schieben, so 
erhalten wir eine neue Relation für l, nämlich: 

„ _ | Bl - 2 ((*, *>)*, Af + { (zf, pf (A-2P). (5) 
Es ist aber: 

Der Term rechts ist ein Glied der Ueberschiebung 

((*,4P, *)•-(£ *,*)'. 

Denn man hat: 

«*, j)\ py - ^ [(hpyäi + (jp)ni + 4(kp)(j P )k x d x \ , 

oder, da die beiden ersten Glieder rechts die nämliche Covariante dar- 
stellen, wie man unmittelbar erkennt, wenn man d durch (k^c^fk* 

ersetzt, und da der dritte Term der Klammer nach dem Productsatz 
sich durch 2 (<4/>) 3 /»* -f- 2 {kpyj^ — 2 (kd)* p ersetzen lässt, so wird 

<(*, jy,,y = - *Wp\, 

oder 

%(k,py = (kSf(k P yji-{cp, 

und folglich 

2(k P y (kjyji = j b (k, P y + } c P . 

Durch Substitution dieses Werthes in (5) erhält man: 

n-\m~\B (k, P y + l (j, P y (a - 2 p) + } c P . (G) 

Hierin ist (Je, p) s wegen Gleichung (V) bekannt. (d, j)) 2 aber 
geht aus der nämlichen Relation (V) durch zweimalige Ueberschiebung 
über k hervor; dies liefert nämlich: 
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(*, lf = m = 2 (A-, (Ä, j,)')* + • J (*, ^ - 2 P) , 

oder: 

m = 2(/cl i y(h lP ?K + j (*, - 2 P). . 

Der erste Tenn rechts ist ein Glied der Ueberschiebung (J, »)*; 
denn man hat: 

=(«,r(*,p)'^- jup, 

oder: 

2(MJ'&p)^-2(^ l ,»)* + ?£ 1 ,. 

Demnach wird: 

m - 2 (J, P y + ? 2?p + ^ (*, tf) 

Wir haben also, wenn wir der Einfachheit halber 
setzen, folgende drei Relationen: 

l-i^py + P . 9 [vgl. (V)] 

"-(*,iO f -p + (^;>) 2 + [vgl. (7)] 

(" - -f 0 - (* . py ■ e + ^>py ■ « + i» • I . rvgi. (6)j. 

276. Multiplicirt man die erste Gleichung mit q* — ? , die zweite 
mit — q, die dritte mit 1 und addirt, so kommt: 

s 1* ~ J - ¥ ^ + W - 6 0 U - « <> - 3 9 + 3 I» 
oder: 

(V-f)'-:-+i-*i*'-;»+si- 

Ueberschiebt man endlich diese Relation zweimal über / und er- 
setzt A lf} A mt , Am durch ihre Wertho 26'+ resp. -(B*-\-AC) 
und 7), so kommt als zweite Relation für (//>)*: 

- 0 (»c + - ; (b- + ac) + 'l = (?,.)« | «,» - 1 , + *i I • 

Ersetzen wir hierin gemäss Gleichung (VI) (Z/>)* durch 
so kommt nach gehöriger Vereinfachung: 
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- U - W + A B f iC r - ^ o - + S bc- ?) = a 

Die Di8criminante P der quadratischen Form p ist also von einer 
Gleichung fünften Grades abhängig, deren Coefticienten die Invarianten 
der ersten Elementarcovariante sind. In ähnlicher Weise würde man 
finden, dass für zwei Formen dritten Grades f und g> die zweite 
Elementarcovariante, welche in diesem Falle bereits - Invariante ist, 
durch eine quadratische Gleichung sich aus den Coefticienten der 
ersten Elementarcovariante berechnen lässt. 

277. Scfdussbemerkunyen. Ich will die letzten Betrachtungen mit 
dem Hinweis auf deren Verallgemeinerung schliessen. Zunächst hatte 
Brill (Math. Annalen Bd. XX) die Bedeutung dieser ersten Eleinentar- 
combinante für alle übrigen Combinanten bemerkt, auch für den Fall, 
dass das zu Grunde gelegte simultane System aus mehr als zwei 
Formen f, tp besteht. Unter anderm zeigte er, dass sie eine allgemeine 
Form ihres Grades ist und dass ihre Discriminante in zwei rationale 
Factoren zerfällt. Stephanos, der in den Comptes Rendus 1882 
gleichzeitig auf diese Beziehungen aufmerksam machte, hat alsdann 
in seinen Abhandlungen: „Memoire sur les faisceaux de formes binaires 
ayant une meine Jacobienne" vom Jahre 1883, und „Memoire sur la 
Theorie des Formes binaires et sur l'elimination" vom Jahre 1884 
dieselben noch eingehender untersucht. Er sowohl als Franz Meyer 
(Apolarität und rationale Curven, Seite 391) zeigen, dass die in unserin 
specicllen Falle aufgestellte Endgleichung fünften Grades für die 
Coefficienten der zweiten Elementarcovariante im allgemeinen Falle, 

wenn f und w vom n teu Grade sind, den Grad N = T--P\- besitzt. 

T 7 (n — 1) ! n ! 

Bezüglich weiterer interessanter Resultate müssen wir auf die citirten 
Quellen verweisen. Hier sei nur noch auf die Umkehrung der im 
Vorigen behandelten Aufgabe aufmerksam gemacht. Man kann sich 
nämlich fragen: welche Formen f und <p gehören zu einer gegebenen 
ersten Elementarcovariante F von / und g>? Für unser Beispiel lässt 
sich die Frage einfach beantworten. Es war / *= r* Z} <p = , also: 

^ = r *sJ — s*r A v — Const. F^iyx) -f- Const. 0 v (yx). 

Da F gegeben ist, <S> durch eine Gleichung fünften Grades aus 
F sich berechnen lässt, y aber willkürlich ist, so erkennt man, dass 
zu einer gegebenen Form F stets fünf Schaaren oder lineare Systeme 

gehören. Einer solchen Schaar gehören insbesondere zwei specielle 
Formen an , für welche die Invariante i = 0 ist, also die beiden 
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Tetraeder der Schaar, welche durch die aus i «=» 0 sich ergebende 

quadratische Gleichung für ~ bestimmt sind. In einer Mittheilung 

an die Societe mathematique de France (1880) hat Stephanos gezeigt, 
dass, wenn f und <p Formen n ten Grades sind, die Zahl der linearen 
/, - Systeme, welche zu einer gegebenen Functionaldeterminante zweier Formen 

f und tp gehören, gleich der oben angeführten Zahl JV — * 2 ^Tv^V 19 ^- 

§ 29. Typische Darstellung der Form sechsten Grades. 

278. Allgemeiner Fall. In den Systemen von Formen gerader 
■ >r ~ ' '-' ■ y 4 Ordnung treten im allgemeinen Falle lineare Covarianten nicht auf. 
' * Dagegen besitzen dieselben im Allgemeinen, wenn n> 4, stets mindestens 

zwei quadratische Covarianten <p und ty, deren Resultante R^y nicht 
verschwindet. (Vergl. Clebsch, „Binäre Formen", § 102, Seite 140.) 
Diese zwei quadratischen Formen können nun unter anderin als Grund- 
lage für die typische Darstellung von Formen gerader Ordnung be- 
nutzt werden, wie Clebsch und Gordan, Annali di Mat., Ser. IL, t. 1, 
gezeigt haben. Denn zwischen vier quadratischen Formen al, ll } ml, 
nl besteht stets die Relation (vergl. Nr. 135, I, worin y = a zu 
setzen ist) 

al • Rtmn = l(aXy -f- m (ap) 2 + w (a v)* , 

wobei A, fi, v die Functionaldetcrminanten (mn)m x n x , respective 
(nl)n x l Xf (lm)l x m x reprasentiren. Und diese Relation findet hier die- 
selbe Verwendung, wie bei den Formen ungeraden Grades die Identität 

«* (« ß) = «* (flß) — ßx (««)• 
Wir erheben sie auf die Potenz und erhalten die Beziehung 

n n 

*L-r- [Haxy + »>(<•!>)* +»(»»)')~°, (i) 

aus welcher die typische Darstellung von f unmittelbar hervorgeht. 
Es treten dabei allerdings an Stelle der zwei alten Variabein x t x a 
drei neue l, m, n auf; doch sind diese nicht von einander unabhängig. 
Denn zwischen ihnen besteht die Relation [vergl. Nr. 134, 3, iy)] 

J Au , Atm , A/ H , l 

^ i Ai m , A m „, j A mn , m 
< A ln , A „,„ , A nn , « 
| l, w», n, 0 ! 

und somit ist die typische Darstellung (I) von f in der That eine 
binare. 
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279. Was nun die Form f = a£ betrifft, so könnten wir deren 
typische Darstellung .unmittelbar auf Gleichung (I) basiren. Indessen 
bietet in diesem Falle die in Nr. 135, (VII) gegebene Relation ein 
noch bequemeres Mittel, zum nämlichen Resultate zu gelangen, so 
lange die Invariante Jl von 0 verschieden ist. 

Ersetzen wir in derselben nämlich f, <jp, V durch die drei quadrati- 
schen Formen l, m, n des Systemes von f =al, so geht dieselbe über in: 

Au A lm Ä lm C 11 



Af m A tu m A, 



in T m 



Ai n A,„„ A nn . nl 

II ml nl 0 (*«,)* 

l- ml n- (xy)- 0 

Entwickeln wir diese Determinante mit Hilfe des Additions- 
theorems für Determinanten (vergl. Bd. 1 Nr. 35 u. 36) nach Potenzen 
von (xy), so erhalten wir: 



0. 



0= 21P>(yxy 2 



Au A,„, A, H H 
1 Aim A mm A mn ml 

Ann Vi 

0 



A,„ A 



iyxY + 



] Au Al, n Aln II Zy 

\Aim Amm A mH Wl* My 
Al n A, nn A n „, Iii «y 



ty 



VI 



»in 



II 

n 



ml 
ml 



nl 
nl 



0 
0 



0 
n 



Hierin besitzt der Coefficient von 2 (yx)* gemäss der Relation 
(VI) Nr. 135 den Werth — 2 1P (yx) 3 , wie sich aus derselben wiederum 
nach dem Additionsgesetze für Determinanten ergiebt. Demnach geht 
die letzte Gleichung, wenn wir überdies y durch a ersetzen und mit 
al multipliciren, über in: 



- 2Ii 2 f = al 



Au 


Au» 


Aim 


A m m 


A, H 


A m n 


l 


m 



A tH 

Amn 

Amm 



i (aiy 

m (am) 2 
n (a«) 1 
0 
0 



n 0 

! (aiy (am)» (an) 8 0 

280. Entwickelt man diese Determinante nach den Minoren der 
letzten zwei Zeilen und Colonnen (vergl. insbesondere Bd. I Seite 72, 
Beispiel 2), so erhält man: 

- 2 • f A nn {P(f,m*y-2lm (/*, ml)* + m* (/, j (I) 
- 2 V A mn { l* (/; mny- lm{f, Inf + mn {f, l?)' - » <(/, m 1? ) , 
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wobei jede Summe sich über drei Glieder erstreckt, deren zweites und 
drittes aus den angeschriebenen durch cyclische Vertauschung von 
l m n hervorgehen. 

Die in der Entwicklung rechts auftretenden quadratischen Formen 

(/, /*)<, (f, m»)\ (f, «*)*, (f, lm)\ (f, ln)\ (/*, rnnf 

sind aber, wie wir bereits gezeigt haben, lineare Functionen der 
Covarianten l, m, n. Diese Entwicklung rechts ist also eine Function 
dritten Grades in den Variabein l, »*, n, und die darin auftretenden 
Coefficienten sind Invarianten. Die typische Darstellung von f ist 
also in der That durch die Gleichung (I) geleistet. Betrachtet mau 
in ihr die Covarianten l, m, n als drei Coordinaten x lf x s , x 3 , so 
stellt die rechte Seite dieser Gleichung eine Curve dritter Ordnung 
dar. Da aber nach der Schlussbemerkung in Nr. 278 dieselben drei 
Coordinaten den Kegelschnitt 



■ 



Alm 

x t 



Ahn A iH 



Xa 



x$ 
0 



0 



(II) 



befriedigen, so erkennt man: Die Wurzeln der Gleichung sechsten 
Grades f — 0 werden durch die typische Darstellung von f als Schnitt- 
punkte einer Curve dritter Ordnung und eines Kegelschnittes erhalten. 

281. Der specielle Fall R -= 0. Wir hatten bisher vorausgesetzt, 
dass R von null verschieden sei. Nehmen wir nun an, dass R 
identisch verschwinde, so dürfen, wenn die typische Darstellung gleich- 
wohl möglich sein soll, die Covarianten l, tn f n keinen gemeinsamen 
Factor haben. Zu dem Zwecke genügt es, dass A u A^ — A^i von 
null verschieden sei. 

Wir benutzen alsdann behufs typischer Darstellung die in der 
Theorie der quadratischen Formen gegebene Identität [vgl. Nr. 135, (V)] 



2 vi 



A tl 
A tm 
P 



Ai„, 
A 

ml 



m 



welche, nach (xyf entwickelt, die Form annimmt: 

Au fc. I 

{xy) % A„=2vlvl - Aim A mm m 

II ml 0 

Erheben wir dieselbe auf die dritte Potenz und ersetzen alsdann 
y durch a, so kommt: 
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■Art, * f 



// 



2 v (vi a f — 



Au A,„, 1 
Ai„, A mm 
(U) s (m t a)* 0 , I 

= 8 V 3 • - 4 1^ (v,a) 2 



via / 

(Z^) 2 (m 3 ay 0 



^;«, -/Im». »« 

(/ 3 /i) 2 (w 3 «)* 0 



-n 



A u 
A tm 



Ai„, 

A 

mm 



l 

m 
0 



wobei sich die beiden Summen über je drei Glieder erstrecken. 

In der Entwicklung rechts verschwindet das erste und dritte 
Glied. Denn die Invarianten 

(f, v»y, (f, vvy, ir, ^, (f, vimy, 

welche in diesen zwei Gliedern als Coefficienten auftreten, sind schiefe 
Invarianten von den Graden 25, bezw. 15, 19, 17 in den Coefficienten 
von f, sie müssen daher, da nur die einzige schiefe Fundamental- 
invariante R im Systeme existirt, diese zum Factor haben, und sonach 
gleichzeitig mit R verschwinden. 

Es reducirt sich also die typische Darstellung auf: 



Au Ai, n l 
Af, n A mm w 
(l,ay (m,a) 8 0 



- 4 (»V')~ 



(III) 



"An A, m l 

Al, n A„„n W* 

ik«y (w* s a) 2 0 

Da v als Functionaldeterminante von l und m der Relation genügt 

Au Ai,„ l 
— 2v* — Aun A„„„ m 
j / m 0 

so erhält man nach Substitution dieses Werthes von v* in die drei 
letzten Glieder der Gleichung (HI) auf der rechten Seite einen in den 
Formen / und m homogenen cubischen Ausdruck von der Gestalt: 

t\l* + C,r-m + CJnr + 6>\ 

Oordan, lurari»nteii. IL 20 



(IV) 
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Die Coefficienten d dieser Darstellung sind Functionen der In- 
varianten Au, A tm , A mm und ausserdem der Invarianten 

(f, P)«, (f, m») 6 , (/; l a -mf, (f, lm*f- 

denn die zwei Invarianten {f, vHf, (f, v*m)* lassen sich sofort wegen 
(IV) auf dieselben reduciren. 

Von diesen wurde die erste bereits früher berechnet (Nr. 2G4): 

(/; /*)• = 2 Au - 3 BA {1 + \ A lm . 

Die drei andern ergeben sich direct aus den beiden ersten Re- 
lationen in (3) Nr. 266, indem man dieselben zweimal über m, resp. / 
schiebt. Die Coefficienten der typischen Darstelluug 

AU-f= CJ* + C s l*m + C 3 lm> -f- C 4 tw 3 (V) 
sind somit vollständig bekannte Grössen. 

Weitere specielle Fälle sind in Bezug auf typische Darstellung 
noch wenig untersucht worden. In den „Binären Formen" Clebsch's 
findet sich noch neben dem eben besprochenen Fall die typische Dar- 
stellung von /*, wenn .4 = 0, B — 0, C = 0, D und Ii von Null ver- 
schieden. Es ergiebt sich das Resultat: 

wobei n und l reine Quadrate sind. (Vergl. a. a. 0. Seite 467.) 

§ 30. Auflösung specieller Gleichungen sechsten Grades. 

282. Ueberblick. Von den Gleichungen sechsten Grades, welche ver- 
möge gewisser Invarianten- oder Covariantenbediugungen den Charakter 
von speciellen Gleichungen tragen, sind einmal jene hervorzuheben, 
deren Invariantenrelationen ihre Keductiou auf Gleichungen niedrigerem 
Grades involviren, dann aber auch jene, durch deren Invarianten- 
beziehungen zwar nicht ihr Grad reducirt wird, welche aber durch 
andere bemerkenswerthe Eigenschaften unser Interesse erregen, insofern 
sie mit Modulargleichungen oder Multiplicatorgleichungen identificirt 
werden können. Wir wollen einige wichtige Fälle dieser speciellen 
Gleichungen sechsten Grades im Folgenden eingehender untersuchen, 
insbesondere um auf die Art und Weise hinzudeuten, wie die hier 
einschlägigen Fragen mit unsern Mitteln behandelt werden können. 
Der uns zunächst interessirende Fall ist der Fall, in welchem R = 0, 
und die Resultante l{ [m = — 2 A„ von / und m von Null verschieden ist. 
Hieran schliessen sich die Untersuchungen über den Fall 11 = 0, A rt = 0, 
die zu drei Unterabtheilungen von Bedingungen Veranlassung geben, 
jenachdem das Verschwinden von A n eine Folge davon, dass l und 
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ro einen linearen Factor gemeinschaftlich besitzen, oder dass / pro- 
portional m ist, oder endlich, dass l oder m selbst identisch null wird. 
Im letzten Falle wird sich zeigen, dass, wenn eine der drei quadrati- 
schen Formen verschwindet, noth wendig auch die zwei andern null 
werden, und die Form (/, f) A entweder das Quadrat oder die vierte 
Potenz einer Form zweiten resp. ersten Grades ist, so dass also nur 
noch diese beiden Möglichkeiten zu besprechen sind, um den Fall 
Ii — 0, A*t — 0 völlig zu erschöpfen. 

Zum Schlüsse weisen wir noch auf die beiden Fälle: A = 0, 
C'= 0 und B = Const. X A*, G — Const. X A* hin, unter welchen 
Bedingungen sich die allgemeine Gleichung sechsten Grades durch 
lineare Transformation auf Gleichungen mit einem einzigen Parameter 
reduciren lässt. 

283. Erster Fall: Ji = 0, ^„^0. Die typische Darstellung 
der Form f = für R = 0 am Schlüsse des letzten Paragraphen lehrt: 

„Verschwindet die Invariante 11, so ist die Gleichung sechsten 
Grades / = 0 algebraisch lösbar, und ihre Wurzeln sind drei 
Elementenpaare einer Involution, deren Doppelpunkte durch 
die linearen Factoren von v = 0 bestimmt sind." 

Denn durch die Substitution 

l_ 

y 0 m 

geht die unter Nr. 281 gegebene Gleichung (V) Aber in 

Die Wurzeln dieser Gleichung sejen y lt y s , ,v 3 ; die Wurzeln von 
f = 0 werden alsdann durch die drei quadratischen Gleichungen: 

/ — t/,m = 0, f — 3fcw«=0, / — y s t» = 0 (1) 

geliefert. Da nach Voraussetzung A rt ^ 0, also l und m keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, so kann man diese beiden quadratischen 
Co Varianten auf die canonische Form: 

m = a,V + 

durch eine gemeinschaftliche lineare Transformation bringeu (vergl. 
Nr. 130), wobei g und tj die linearen Factoren von v = 0 sind. Als- 
dann gehen die drei quadratischen Formen (1) über in: 

«iP-^-O, c/'g'-W-O 

und diese drei Gleichungen repräsentiren drei Punktepaare, welche zu 
den Punkten \ — 0, rj = 0 harmonisch liegen, was zu beweisen war. 

20* 
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284. Ztceiter Fall; erste Unlerabtlteilung : It — 0, A lv = 0. Wir 
nehmen an, das Verschwinden von A„ = A» A„, m — Aj m sei dadurch 
bedingt, dass / und m einen gemeinschaftlichen linearen Factor er 
haben. Da aber die Bedingung R = 0 eine lineare Relation: 



2v Ji = 



A u A tw A,„ 
A,„i A m „, A„,„ 
I in n 



c, / + c, m + c s n = 0 (vgl. Nr. 135, IV b ) 



zwischen den drei Covarianten l, m, n involvirt, so muss auch n mit 
/ und m denselben linearen Factor tr gemeinschaftlich haben. 

Die Bedingungen für uusern Fall lassen sich demnach auch in 
der Form schreiben 

l = a • r , w/ = er • s , »* = «•/, (1) 

wobei die linearen Factoren r, s, t von einander verschieden sein 
sollen. Aus diesen drei Bedingungen (1) gehen direct die Relationen 

(/«)* = 0, (wa) s = 0, («a)* = 0 (2) 

hervor, während nach der Theorie der quadratischen Formen 

a- — (l, m) = v ist. 

Nun ist aber die Covariaute / nichts anderes als (/*, k)* nnd es 
liegt die Frage nahe, ob eine dieser beiden Formen f und Je den 
rationalen linearen Factor u x besitzt. Um dies zu untersuchen, 
hat man nur die Ueberschiebungen von A-, resp. f über a zu bilden 
und nachzusehen, welche derselben identisch verschwindet Man findet 
alsdann: 

«*) 3 *, = ö (3) 

und 

(/«) 4 /? = 0. (4) 

Die erste Gleichung lehrt: k besitzt den Factor a, quadratisch, 
die zweite: f enthält ihn eubisch*). 

Denn multipliciren wir, um die Bedingungen (2) zum Beweise 
einführen zu können, (ka) 3 k x mit (rs) ^ 0, so erhalten wir unter An- 
wendung des Identitätssatzes: 



*) Dasa die Deutung diese, beiden Gleichungen richtig ißt, kann man sofort 
erkennen, wenn man eine Form f = a* mit Hilfe zweier linearer Formen a x und 
ß x vermöge der Identität 

a x (aß) = (aß)a j[ — ß r 

darzustellen verflucht. Krhcbt man dieselbe auf die n iv Potenz und entwickelt 
rechts nach dem binomischeu Lehrsatz, so ergieht sich unmittelbar unter der 
Voraussetzung (/, a;" - ' — ü, da&s / den Factor besitzt. 
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(kafk x {rs) - (*«y{(^)r x - (*r)*} - (*, o 8 «)* - (*, 

- ((*, , aV- ((^s «r^aO , --((A,iii)*,«T "-((*,/)*, «T 

— (««)" — iwß) 2 = 0. 

Da aber (rs) ^ 0 ist, so ruuss (ka) 3 k x = 0 sein. Es enthält dem- 
nach in der That k den Factor a x zweifach, und folglich nach der 
Theorie der biquadratischen Formen auch die Hesse'sche Form z/ von 
k. Weil sich nun aber alle zweiten Ueberschiebungen von /* über 
/, im, n als lineare Functionen von k t d, Im darstellen lassen, so 
inuss auch jede dieser Formen (/*, l) 2 t (/*, m) s , (/', n)* den linearen 
Factor a quadratisch enthalten, d. h. es muss sein: 

(/', o* «2 (*) 

(/; m f = a \ {na) (as) = a* • iff , (6) 

wo <p und # quadratische Formen sind, die für x' — a uicht ver- 
schwinden. Ueberschiebt mau diese beiden Formen dreimal über a 3 , 
so müssen diese Ueberschiebungen wegen (a, «) = 0 verschwinden, 
d. h. man hat: 

(n- - rp , cc* f = a («a i 1 iar) = 0 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit — , die zweite 
mit r x und addirt, so kommt 

a,(aa)* ((«*)*■, - (or)s x ) «= aj(aa)'(rs) — 0, 

oder: 

«» Crto) 4 = 0, 

d. h. /' besitzt den Factor a x eubisch. Mau hat also den Satz: 

„Haben die drei quadratischen Formeu l, m, n einen gemein- 
samen Factor a xt so besitzt /' denselben dreifach." 
285. Umkehnmg. Diese Bedingungen sind nöthig und hinreichend. 

Denn besitzt f den Factor a x dreifach, so ist zunächst 

«*(««)* = o. 

Multipliciren wir anderntheils {kufk* mit so erhalten wir: 

{kaf k x • a\ = { --^ { (aa)* (6a) b x + (baf (aa) a x | . «J , 

oder, weil beide Tenne rechts gleich sind: 

(ktt)*k x ■ a* = (ab)*(aa)*(ba) b t ■ a* 

= (aa)* (ba)b x - \ h x (aa) — a x (ba) } l . 

Entwickelt man rechts nach dem binomischen Lehrsatz und führt 
die Multiplier tion aus, so b&itzt jedes Glied den Factor 

(aafal = = 0. 
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Es verschwindet demnach auch die linke Seite; folglich besitzt k und 
mit ihm J den Factor a» quadratisch. Daraus ergiebt sich endlich 
unmittelbar, dass 

(lay — (»i«) 8 = {na) 3 = 0. 

Denn es ist: 

(i, «7 = («*)' (««)*, 

also 

« 4 (/«)* = (a«)« { Jfc, (aa) - a, (*«) } * - 0, 

weil 

(*a) 3 A,-=0, (rta) 4 fl]=0. 

Ferner ist: 

(m,<)»-(W (*«)*, 

also 

- (*«)» {*,(/«) - (*«)}' = 0, 

weil 

(A-aY'k — 0, = 0. 

Endlich ist: 

( W «y = 

also 

a*(n«) s = (/;a) 2 - »«,(*«*)} s — 0, 

weil 

(ftaVk — 0, (mo) 8 = 0. 

Die drei quadratischen Formen 2, tn, n besitzen also in der That 
einen gemeinsamen Factor « und es ist demnach Ii = 0, Arr = 0. 

286. Ztveitcr Fall; zweite Unterabtheilung. Die Resultante von l 
und m verschwindet aber auch, wenn £ und m zwei lineare Factoren 
gemeinschaftlich haben, d. h. wenn 

m = Q>l, (1) 

wo p eine Proportionalitätsconstante. In diesem Falle ist aber auch 
n nur bis auf eine Constante von l und m verschieden. Denn 

n = * (*,?)■, 
und da (fc, f) 2 = *», so hat man: 

n = q • m = q* ' l. 

Unter diesen Voraussetzungen aber gilt zunächst der Satz: 

„Sind die drei quadratischen Covariauten l, m, n einander 
proportional und ?on null verschieden, so kann A u nicht 
verschwinden." 

Wir beweisen diesen Satz indirect. Wäre nämlich Au =■ 0, also 
/ und damit auch n und tn ein volles Quadrat, so hätte man zunächst 

A H — 2(7 + 4^ — 0 (vgl. Nr. 267) . (2; 
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Anderntheils war (vgl. Nr. 2(>G): 

(f> ») f - - % k + 3 J + Im 

A • i 3 ) 

(f, w = 3^ + 2z/ 

Demnach ist 
oder wegen (2) 

(r. «-**)' (4) 

Weil aber n = p- /, so ist auch 

(/■.— ?')-(•■ (5) 

uud also durch Coniparation 

(/'. 0' - 6 /< * 

Nun soll aber l das Quadrat einer linearen Form a, sein; dem- 
nach können wir die letzte Gleichung auch schreiben: 

(f, «*)* = (*«)*«! — 6p VL_ j3«2 = ConstXaJ. 
Durch einmalige Ueberschiebung dieser Gleichung über a x folgt: 

(1. h. /" besitzt den Factor er x vierfach. 

Daun ist aber auch & das Biquadrat von a. Denn in der Gleichung 
« 4 (/;, «) = (ab)* cc* • a. fc* (a«) = (aa) a x 6* { (a«) 6 x — (ba) aj 4 

verschwindet wegen («a) 3 aJJ = (6a) 3 6J = 0 die ganze rechte Seite 
und es ist sonach 

(Jt, «) = 0, also Ä = Const. X 

Bilden wir daher die Covariante l, also die vierte Ueberschiebung 
von f über k, so ist diese vierte Ueberschiebung null, weil sowohl / 
als k den linearen Factor a x vierfach besitzen. Es wäre demnach 
unter der Annahme A u = 0 

(fy W = / = 0, 

das ist aber gegen die Voraussetzung, und sonach muss A„ ^ 0 sein. 

287. Schärfere Formulirung unserer Vorausseteunyen. Wir können 
nun unsere Bedingungen schärfer abgrenzen. Sind die drei quadra- 
tischen Formen einander proportional, so muss l } wegen Au^O, zwei 
von einauder verschiedene lineare Factoren besitzen, d. h. es muss sein: 
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m = q • l = p • a • ß und n — Q* a-ß, 

wo « und ß die beiden linearen Faetoren sind. Es ist demnach 

(l «V = 0 , {in aY = 0 , (w a) 1 = 0 

(//i) s = 0, trofft 8 - 0, (H/3V=0. 1 } 

Da aber: 

ro ==(>•«. /? = (/;, 0* = «0)* 
ist, so erhalten wir hieraus: 

und ebenso: {k, a/3'V = Oj 

Ebenso folgen aus diesen Gleichungen (1) für die Form J die 

beiden Relationen: * 

(4, aW=01 

, n » ^ 

(^/, a/rY — Uj 

wie man erkennt, wenn man diese Ueberscbiebuiigen mit {«ßY inulti- 
plicirt, und alsdann (ttßf (k-k t Y nach dein ldeutitütssatze entwickelt. 

Nun sind die zweiten Ueberschiebungeu von /' über l und m lineare 
Functionen von k, d und Z 2 . Wenu wir daher (/", IY und (/*, t«)* 
noch viermal über a 3 -ß schieben, so verschwinden die so entstehenden 
Invarianten, d. h. es ist: 

In die Relationen (2,) können wir noch die Symbole von / ein- 
führen. Es ist : 

(/.', « 3 /J) 4 — (a&) 4 (tt*6*, «»/T) 4 = («fc) 4 (a = 0. 

Multipliciren wir diesen Ausdruck mit (aß) 1 , und wenden auf 
{(ibYi^aßy den Identitätssatz an, so kommt: 

« = {aby{aßy(attY { btt) { bß)<={o« 

Entwickelt mau die rechte Seite 
so findet man, dass alle Glieder bis auf das erste wegen der Re- 
lationen (3) für sich allein verschwinden. Es muss sonach das erste 
Glied selbst null sein, d. h. wir haben statt der Relationen (1) die 
beiden folgenden: 
a . / ü. >>o: (aaY-(aa){aßy — Ol 

wobei die zweite aus der ersten durch Vertauschung von tt mit ß ge- 
wonnen wurde. Hiezu treten die beiden Relationen (3), welche wir 
schreiben können: 

{attYetßY — o 

(aßY (a«)* = 0 



i 

so kommt: ä 
ttY{btt) { bß)l(att){bß)-tbtt)Jß)\\ i'i 
fite nach dem binomischen Lehrsatz, 
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Die vier Gleichuugeu (4) und (5) müssen also zusammen bestehen, 
wenn m «= q-1 = q- a*ß und n — (fa-ß ist 

Nun kann das erste Gleichungspaar (4) aus drei verschiedenen 
Ursachen verschwinden. Es kann sein 

(aaf = 0, (aß) (aaf = 0*) (1) 
(aaf =0, {aß)* = 0 (2) 
(aa) (aßf = 0, (aß) (oa) 5 = 0. (3) 

Demnach spaltet sich der Fall 

n = Qin = Q i l 

in drei Gruppen, deren jede wir nun einzeln untersuchen wollen. 

288. Erste Gruppe von Bedingungen. Es sei: 

{aaY = 0, (1) 
(aaY(aß) =0, { 'J) 

und hiezu 

{aaY(aßy = ö, (3) 

(rt/J) 4 (oo)* — 0. <4) 

Sondert man von den ersten drei Bedingungen einen Moment 
den Factor (aa)*, ab, so sind die übrigbleibenden Factoreu 

(««)*, (««)(«£), («0) 3 
die Coefticienten von und ß x in der Entwicklung 

\(aß)a x -(aa)ß x \\ 

Multiplicirt man demnach diese Relation wieder mit (aaY, so 
kommt: 

{aayal(aßY - («0) 2 a« - 2(aaY(aa)aJ z + {aaf £ - 0. 
Es ist daher: 

(aa)*a* = 0, d. h. 

„der Factor tt x ist ein cu bischer Factor von f". 
Dieser Fall führt also zu dem nämlichen Resultaten wie der bereits 
vorbin behandelte: 

l = or, »w = a$, n = a*. 

289. Zweite Gruppe von Bedingungen. Es möge ferner stattfinden: 

(aaf 

(< 

Versucht man die Form f mit Hilfe der linearen Factoren a x 
und ß x darzustellen, so erhält man auB der binomischen Entwicklung 



(aaf -0, (aßf =01 

(ao)*(a/5)*«=0, (a/3) 4 (a«) s 0|' W 



•) Der Fall (aß)« — (««) (aß)' 1 — 0 ist nicht verschieden von (1); 
er entsteht durch Vertauschung von a mit ß. 
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{(aß)a x )* = \(aß)a x -(aa)ß x }« 
unter Anwendung der Relationen (II) das Resultat: 

(aßfal - - 6(aß)(aa)a x ß s {(««*«;+ ^(«»•(««^«lÄ + Ca«) 4 «} , 

d. h. die Form sechsten Grades zerfallt in das Product einer biquadra- 
tischen Form *l f , multiplicirt in die Covariante l ^ aß. Die Gleichung 
sechsten Grades kann also in diesem Falle durch Division mit der 
bekannten Covariante l auf eine biquadratische reducirt werden. Der 
biquadratische Factor steht aber noch in engerem Zusammenhange 
mit /. Untersucht man nämlich wie bisher auch die Ueberschiebungen 
von k über Potenzen von a und ß, so zeigt sich, dass die vierte Ueber- 
schicbung von k über a* ß und über ß* a verschwindet. Denn man 
erhält, wenn man um auf die Bedingungen zu gelangen, 

f ' '0; : \* (kaf (kß) - 2 (ab)* (aay (ba) (bß) 

mit (aß)' multiplicirt: 

(ab)* (aßy (aa)* (ba) (bß) _ (aa)* (ba) (bß) { (bß) (aa) - (aß) (ba) } * 
= (aa) c (ba)(bßy - 4(bß) x (ha)* (aa) :> (aß) -f G(«a) 4 (aßy(ba) s (bßy 

- 4(ba)* (bßy(aay(aßy+(aßY (aay(ba) b (bß) = 0 . 

Es ist also in der Thal 

(k, a'ßf — 0 und ebenso (k, ß*a)' — 0, 

und deshalb auch [vgl. Nr. 287 (2.) und (2 b jJ 

(J, a'ßy — 0 und (J, /3 3 a) 4 = 0 . 

Will man also k oder zi durch « und ß darstellen, so verschwinden 
aus diesem Grunde die Coefficienten der ungeraden Potenzen von «, 
und ß x , d. h. k sowohl als z/ werden dadurch in die Nornialform 
transformirt. Demnach sind a und ß gemäss der Theorie der biquadra- 
tischen Formen (vgl. Nr. 179) nichts anderes, als die linearen Factoren 
einer der drei irrationalen quadratischen Covarianten, in welche die 
Form t von k sich spalten lässt, d. h. 

„Die Form f ist das Product einer biquadratischen Form in 
\ \ -« einejf Ujrer irrationalen quadratischen Covarianten." 

290. Dritte Gruppe von Bedingungen. Ist endlich: 
(aa) (aß)*=*0, (aß)(aa) i = 0 } 
(a«)>#* = 0, {a ß?(aaY-Q, 
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so reducirt sich 

{(«ß)a x }«= l(aß)a x -(aa)ß t \* 
auf die drei Glieder: o 

{aßfa'i = (aßfa* - 20 {riß)' (aa) 3 a x ßl -f (aafß% } 

i 

d. h. /'= 0 reducirt sich durch die Substitution aj = , ßl = a: a auf 
eine quadratische Gleichung. Untersucht mau überdies die Ueber- 
schiebungen von k über « und ß, so findet sich, dass nicht nur 

(*, a'ßY — 0 und (*, aß 3 V = 0, 
sondern auch, dass 

(*a) 4 «=0 und (kßY = Q, 

wovon man sich leicht auf dem nun schon öfters eingeschlagenen 
Wege überzeugen kaun. Daraus geht aber hervor, dass k das Quadrat 
von / ist; denn in der binomischen Entwicklung 

*;(«fl 4 - W)a,-(ka)ß x }> 

verschwinden alle Glieder bis auf das Glied (Jca)" (kß)* aj ßl . 

291. Zusammenfassung der Resultate. Wir haben demnach fol- 
gende Sätze: Ist 

m = q • l = q ' a • ß , 

so ist 

1) entweder a, ein cubischer Factor von f, und a x ergiebt sich 
rational nach der Methode für Aufsuchung des grössten ge- 
meinschaftlichen Theilers von f und l , , 

2) oder / zerfallt in eine biquadratische Formj und die Covariaute /, j < 
welche zugleich Factor der Form t von jeuer Form k ist, 

3) oder endlich f lässt sich durch die Substitution 

x t = al , x, = ßl 

auf eine quadratische Gleichung reduciren. 

292. Zweiter Fall; dritte Untcrabtheilung. Die Resultante A vv ver- 
schwindet endlich auch, wenn eine der quadratischen Formen l oder m 
null ist. Verschwindet /, so ist m a priori null, da ja m = (k f Z) 2 ist. 
Man kann aber auch beweisen, dass, wenn m «= 0, nothwendig auch 
l verschwinden muss. Nehmen wir nämlich an, l sei ^0, wenn 
m = 0, dann ist wegen 

0 - (J, m)* = * m + j l (vgl. Nr. 265, 2), 
jl = 0, also C = 0, 
und demnach, da ja A lm = (Z, m)* = 0 = ~ (Ii* -\- AC) auch B = 0. 
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Es ist aber 



20 + 4? - A tt 



und somit verschwindet auch A it . 
Nun ist (vgl. Nr. 266, 5) 

0 -(/■,«)»- + <#, 

also 

Schieben wir anderntheils (/', #m)* zweimal über /', so erhalten wir 

M, »<)', IV = ■ (P, 17 + 3 (J, 17 

Dieser Ausdruck ist null, da (/', m)* verschwindet; da aber l nach 
Annahme von null verschieden sein soll, so ist 

Schieben wir diesen Ausdruck zweimal über k, so kommt 
Daher ist: 

4^-0. 

Es müsste also auch wegen 

t +i ^ = " 

/' «= 0 sein, was gegen unsere Annahme ist 

Wenn also eine der drei quadratischen Formen verschwindet, so 
verschwinden auch die beiden andern. 

Nehmen wir nun an 

(l)*-0, (2)*£0. 

Dann ist, wegen (f, l) % — 24 + ~ k — 0 

d = q • k, 

d. h. nach der Theorie der biquadratischen Formen: k ist entweder ein 
volles Quadrat, etwa 

k = «".0* 
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oder auch k ist ein Biquadrat, etwa 

Im ersten Falle, in welchem (ccß) ^0, ist also nach Voraussetzung 

l = (f, *) 4 -0. 

Weil aber nach Nr. 253 (1) in jedem Falle (f, k) s gleich null ist, so 
hat man auch: 

(«Ä ) S Ox /»' y = 0, 

da die Elementarcovarianten rechts verschwinden. Ersetzen wir links 
h durch a*/3*, so erhalten wir 

al (««) (aß) { a tJ (aß) + ß v (aa)\ = 0 . 

Nun sind a und ß von einander verschieden und da diese Relation für 
jeden Werth von y gilt, so müssen die Coefficienten von a v und ß ¥ 
einzeln verschwinden, d. h. es muss sein: 

a s (aa)(aßf = 0 
al (aa)\aß) = 0. 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit a Xf die zweite mit — ß T 
und addiren, so kommt: 

a x (aa)(aß) \{aß)a x - (aa)ß x ) = a* (aa)(aß)(aß) = 0, 

also: 

a x (aa) (aß) — 0. 

Versucht man daher a x vermittelst der Identität 

a:C«W- {(aß)a x -(aa)ß I ^ 

darzustellen, so reducirt sich die binomische Entwicklung in diesem 
Falle auf 

a«(aßy-(aßy a ° x -(aafß« x , 

d. h. „Die Form f reducirt sich auf eine binomische Gleichung, wenn 

72 = 0, 1 = 0, k = a*ß*." 
Ist aber neben / — 0 die Form k ein Biquadrat, also 

(\) 

dann ist immer noch: 

(f, *)«-0, 

also wegen (1) 

a x (a«Y = 0, 

d. h. „Die Form f besitzt den linearen Factor a vierfach." 

Umgekehrt: Besitzt f einen vierfachen linearen Factor «, so ist 
k ein Biquadrat und / identisch null. Denn es ist dann: 
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a* (*<*) — (ab)* ct*.(act) a, ßl 

= (aa)jr x bl { {aa) b x — (ba) a x ) A 
= 0, wegen al (aa) 3 = 0. 
Also: (k, «)=0, d. h. * = aj . 

Deshalb ist aber auch (/*, /;)* = 0 , d. h. Z = 0 , wie behauptet 
wurde. 

Anmerkung. Ist Ä* identisch null, dann ist /' entweder eine Octaeder- 
forra und kann nach der in Nr. 195 gegebenen Methode aufgelöst 
werden, oder f besitzt einen linearen Factor a x mindestens fünffach 
[vgl. § 19, über die Formen, für welche (/, ff — 0]. 

293. Dritter Fall: ^4=0, C — 0. Wir wollen endlich noch 
zwei Fälle erwähnen, in welchen die Invariantenrelationen zwar nicht 
auf algebraisch, so doch mit Hilfe elliptischer Fuuctionen lösbare 
Gleichungen herführen. (Vgl. Clebsch § 114 der „Binaren Formen".) 
Bildet man nämlich das Formensystem der Modulargleichung (Jacobi, 
„Fundamenta", S. 27) mit dem einen Parameter u: 

tfi -f 4 mV -f 5m 2 v* — 5m 4 v* 4uv — «6 = 0 (4) 

für die Transformation fünfter Ordnung*), so zeigt sich, dass die In- 
varianten A und C identisch verschwinden. Umgekehrt hat dann 
Clebsch (a. a. 0.) gezeigt, dass /" = a* sich durch eine lineare Trans- 
formation in die Form 

V = S fi + 6tW + 156V - ~ -V (2) 

mit dem einen Parameter Z, welche aus (1) durch die Substitution 




liervorgeht, stets überführen lässt, sobald ihre Invarianten A und C 
verschwinden. lu diesem Falle besitzen die beiden quadratischen Co- 
varianten / und p einen geraeinsamen Factor und 

ist die erwähnte lineare Transformation der Form f in <p. 

*) Zur Erklärung möge hier beigefügt werden: Ist k der Modul des ellipti- 
schen Integrals / ,lX . _^ . , X der Modul des neuen Integrals, das ans 

J V(l-x«)(l -*•*») 

ihm durch eine Transformation fünfter Ordnung hervorgeht, dann besteht zwischen 
Yk : = « und y 1»f die Gleichung (1). 
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294. Vierter Fall: B = ^ A % , C — - ^ Ä\ Eine zweite 

Gleichungsgattung mit einem einzigen Parameter repräsentirt die 
Multiplicatorgleichung von Brioschi: 

4r> + 256 + 1) — 0, (£' 2 = 1 — k*), (3) 

auf welche die Frage nach dem Multiplicator M führt, vermöge welchem 
die Beziehung besteht: 

dy 1 dx 

Vä — JT) (1 — A V) M V'U - ar»; (i ~ k***) 
Dieser Multiplicator M hängt mit t> in (1) durch die Gleichung 

r(l .- «,•') 
v — u J 

und mit * in (3) durch 

s + I 

zusammen. Setzt man in (3) z •= X — , so kann man sie nach Clebsch 
in der Form schreiben: 



wobei 



«o* 6 + Oa^n + Cflsfi, 5 + a.fl« - 0, (4) 
fl r) = ^%.A^i", o« = 256 p . *« /„•'* 

und 

a 0 a« + 9«, « 5 «=0. 

Für diese Gleichung (4) findet man nun durch directe Rechnung die 
beiden sie charakterisirenden Invarianteneigenschaften: 

J 50 A > 600 ^ ' 

und umgekehrt sind dieselben genügend, um die allgemeine Form /' 
durch die aus 

— 8 (rt^oe 2 + a* a*) | . ^ = m — - / 

sich ergebende Transformation in die Form (4) überzuführen. 

Anmerkung 1. Die Modulargleichung (1) wurde von Hermite zur 
Auflösung der Gleichimg fünften Grades benutzt. Er fand, dass diese 
Gleichung sechsten Grades eine Uesolvente fünften Grades besitzt, 
für welche V = 0 ist, die sich also in die Form bringen lasst: 

f* — t - =0. 
bVz 
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Brioschi dagegen ging von der Multiplicatorgleichung (3) aus und 
kam von dieser auf dieselbe Resolvente wie Hermite. (Vgl. die dies- 
bezüglichen interessanten historischen Entwicklungen in: Klein, „Vor- 
lesungen über das Ikosaeder", insbesondere § 3, S. 144.) 

Anmerkung 2. Ich erwähne hier noch der Vollständigkeit halber 
die beiden Brill'schen Normalformen der Gleichung sechsten Grades 

x« -f 2px b + SqX 1 + 4» 3s 2 + 2px + q — 0 

x? -f- ax x + bx* + cx s + 1 = 0, 

in welche sich jede Gleichung sechsten Grades nach Adjunction einer 
Wurzel einer Gleichung fünften Grades (vgl. Nr. 273— 27C) linear trans- 
formiren lässi Die Discrimiuante dieser Gleichungen zerfällt in zwei 
rationale Factoren (vgl. Math. Annalen, Bd. XX, S. 330). 

§31. Simultanes System einer quadratischen und cubisohen Form. 

295. Allgemeine Betrachtungen. Die simultanen Systeme mehrerer 
binärer Formen spielen in vielen Problemen der Mathematik eine her- 
vorragende Rolle. Ich erinnere nur an die Lösung der Gleichung 
neunten Grades, welcher die neun Wendepunkte einer Curve dritter 
Ordnung genügen, an die Dreitheilung elliptischer und hyperelliptischer 
Functionen, an die Reduction elliptischer Integrale erster Gattung 
auf die Normalform, an die Theorie rationaler Curven, an die Unter- 
suchungen über apolare und involutorische Systeme etc. Es erscheint 
daher angezeigt, an Beispielen zu zeigen, in welcher Weise derartige 
Systeme aufgestellt werden. Die einfachsten und sofort allgemein zu 
behandelnden derartigen Systeme sind simultane Systeme von n linea- 
ren Formen, die aus den n Formen selbst und den ** w ^~ !) Deter- 
minanten (ab) bestehen; ferner das simultane System von n quadra- 
tischen Formen, das wir bereits früher aufgestellt haben. Es bietet 
auch wenig Schwierigkeiten, die Formen des vollständigen Systemes 
zu ermitteln, das entsteht, wenn ein bereits bekanntes volles System 
mit dem vollen System von n linearen oder n quadratischen Formen 
überschoben werden soll. Dagegen werden die Untersuchungen bereits 
complicirter, sobald es sich auch nur um das simultane System von 
zwei Formen handelt, von denen keine quadratisch oder linear ist. 
Wir werden demnach im Folgenden zwei Beispiele ins Auge fassen; 
in dem ersten wird eine der Grundformen eine quadratische Form sein, 
die andere cubisch; im zweiten werden beide Formen den dritten Grad 
besitzen. Wir wenden uns nun dazu, das simultane System einer 
quadratischen und cubischen Form zu studiren. 
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29G. Disposition der Anfyalx>. Die beiden gegebenen Formen seien 

das volle System von f besteht aus den zwei Formen 

das von q> aus den vier Formen 

<p, Q, Jl^Ajj. (2) 

Durch Ueberschiebung vollständiger Systeme entstehen wieder voll- 
ständige Systeme. Das volle simultane System von / und <p erhalten 
wir also, wenn wir Froducte 

U = f*.Aj f 

mit Producten 

Hberschieben, d. h. mit einander inultipliciren und auf alle möglichen 
Arten zur Faltung bringen. Da bei der Faltung Invarianten nicht 
betheiligt sind, und da ferner Q Functionaldeterminaute von <p und 
*j ist, so können wir in diesen Producten von Factoren A f( und Ajj 
absehen und höhere Potenzen von Q nach der Relation 

durch <p und A ersetzt denken. Unsere Aufgabe reducirt sich daher 
darauf: 

„Alle jene nicht zerfallenden Formen zu finden, die aus den 
Faltungen 

hervorgehen, wenn p, x, X, a alle möglichen Werthe an- 
nehmen." 

Wir gehen hiebei, wie früher, schrittweise vor, indem wir zunächst 
solche Producte V mit /<•' falten, die nur eine Form <p", oder A f ' , oder 
Q enthalten. Erst in zweiter Linie werden Faltungen mit Pro- 
ducten V untersucht, die mehr als eine der drei Formen zu Factoren 
haben. 

297. Erste Grupjx' von l J eberseh iebungen. Wir haben demnach 
zunächst zu untersuchen: Zu welchen Formen geben die Ueberschie- 
bungen 

(/*, (/*, V')", ift', QY 

Veranlassung? Aus dem ersten Operationsymbol ergeben sich nur 
zwei Formen: 

(/; A) und (f, Af = A /Jf 

Oord«n, InTariant«n. II. '21 
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wie aus der Theorie zweier quadratischer Formen bekannt ist. Das 
zweite Operationssymbol führt zunächst zu folgenden sechs Formen: 

(r,9), (f><pf> (r.vf, (/W)\ (/wy, (/wr- 

Von diesen sind aber die vierte und fünfte Form reducibel. Denn 
(P t <p-y enthalt das zerfallende Glied (f, <pf • (f, <p)* 

und 

Die vier anderen Formen weisen dagegen keine zerfallenden Glieder auf. 
Höhere Potenzen von /' und q> brauchen nicht mehr überschoben zu 
werden. Denn jede solche Ueberschiebung (/v, q>") a würde a priori 
ein Glied besitzen, welches zerfallt, niimlich das Glied 

(r, r) R 9»'-*)«-«. 

Das dritte Öperationssyrabol endlich liefert überhaupt nur drei Formen 

{Q,f), {Q,f)\ (Q,rr, 

von denen die erste als Functionaldeterminante einer Functionaldeter- 
minante reducibel ist, wahrend die beiden anderen Formen in das 
System aufgenommen werden müssen. 

298. Ztmic Gntppe von Uebnrscltiabmu/m. Wir überschieben nun 
Prodncte V über f'i von der Form 

Allein da die <lrei ersten Produete den Factor besitzen, so wird 
jode der Uebersehiebungen 

ein Glied enthalten, welches eine Potenz von A f j zum Factor hat, 
also zerfallt. Es erübrigt daher nur noch, die Uebersehiebungen 

(/*, 9> QY 

zu untersuchen. Hiebei muss a a priori grösser als 3 und demnach 
q mindestens gleich 2 sein. Wir haben somit zunächst die drei 
Formen: 

(P.fQY, (F, <pQf, (A <pQY- 

Nur die letzte derselben, eine Invariante, enthalt kein zerfallendes 
Glied; die erste dagegen enthalt das Glied (f, <pf • (/, Q)- } die zweite 
das Glied (/", <p)* ■ (/*, Qf. Weitere Uebersehiebungen zu untersuchen 
ist überflüssig; sie besitzen stets Glieder, welche die Invariante (/* tpQY' 
zum Factor haben. 

201). Zusammmfnssnny der llrsuUatr. Das simultane vollständige 
System von f und tp besteht demnach aus folgenden 15 Formen: 
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Drei cubischc Oovarianten: (J, {f\ q>) = fr 

Drei quadratische „ /', (/', d) = & 

Vier lineare „ ff, <pf, (/* ^ (/; «*, (A 

Fünf Invarianten: i4 y/ , (/* <F)'\ (Z 5 , V Qf ■ 

Zwischen den fünf Invarianten muss eine Relation bestehen. Denn 
die beiden Formen f und <jp besitzen nur sieben. Constaute, von denen 
drei durch lineare Transformation zum Verschwinden gebracht werden 
können: demnach könuen nur vier von einajpPr unabhängig sein. 

300. Einführung einfacherer Symbole fünfte Formen des Systeme*. 
Für die symbolische Rechnung ist es wiederum vorteilhaft, jene 
Formen des Systemes, die noclt nicht durch ein einfaches symbolisches 
IVoduct dargestellt sind, durch eines ihrer Glieder zu ersetzen. Solche 
Formen sind die beiden linearen Oovarianten (/, fyf und (/*, Q) :i und 
die beiden Invarianten (f\ 9*) r ', {p\ <p • Q) c \ . Selzen wir niimlich 

so lassen sich aa Stelle der beiden andern linearen Covarianten (f (/)- 
und (f~, QY die Formen: 

resp.: (0, p) = (Mp) W r = s (i?) 

und an Stelle der beiden erwähnten Invarianten die Formen 

(/', - inp) - F 
resp. pf = (sj>) — - 3/ (4) 

einführen. 

Denn es ist: 



und (aJ)(attf/1 x = (;>, ,4) = r ist ein Glied dieser Ueberschiebung. 
Es ist ferner: 

(A <?) :l = («;>'*, («^)^. r «;) ! . 

Greifen wir auch hier das Glied heraus, .das durch Faltung der 
Factoreu al mit «; , b t mit z/ r entsteht, so konuen wir dasselbe durch: 

(« «)- (« . / ) (/, , d) h T = ( ;» ^) (6 ^ ) /i r 

darstellen. Das symbolische Prodnct (p.1){hj)h r ist aber ein Glied 
der Ueberschiebnng (p, (bzl)b x 4 x ) ~ (;>, und demnach lässt sich 
in der That (/ 2 , <9) 3 durch (0, j)) = - (;>, Ö) ersetzen. 

21* 
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Des weitern besitzt die Invariante (/* gr)' 1 das Glied 

(a«y(bßy(c«)(cß) = (/, P y = («,»> = f 

und endlich die Invariante (f\ <p ■ #)°- = («U* ^ das 
Glied: 

r/i^) • (<!«)*(*«) • (ft^i) w = ~ nbj)K a x , P *y = - (», i>)*. 

Die Tabelle des simultanen Formensysteines wird demnach nach Ein- 
führung dieser neuen Symbole: 

1) <p=aj, Q -(«^)«J^, *-.(oa)a,«J; 

3) ^^K«,, r=0)^/)z/ x , 

4) = ^ = (^,)% A,*-ifi/tf, 
F = («;)) 8 , (0pf . 

Die Ueberschiebungen dieser Formen geben zu zahlreichen Re- 
lationen Veranlassung, welche bei den verschiedenen Aufgaben, in 
denen gerade dieses simultane System eine Rolle spielt, von Wichtig- 
keit werden. Wir gelangen zu diesen Relationen einmal, indem wir 
frühere allgemeine Theorien über simultane Systeme oder Functional- 
determinanten benutzen, dann durch directes Ueberschieben, ins- 
besondere der quadratischen über die linearen Formen, und der linearen 
unter sich, endlich aber auch, indem wir versuchen, ein und dieselbe 
Form auf mehrere Arten darzustellen. Jedem dieser drei Wege ent- 
sprechend, wollen wir nun eine Reihe von Relationen ermitteln. 

301. Erste J leiht; von lldationcn. Das simultane System von f 
und A, welches aus den sechs Formen 

A, @, A/j , Ajj , A/j 

besteht, liefert sofort eine Reihe von Relationen, die wir schon in 
der Theorie simultaner quadratischer Formen aufgestellt haben. Wir 
erhielten damals (vgl. Nr. 127): 

2At*v = A f/ Ajj — A}j\ 

A/& = 0, A Ak) 

(1) 2{ß t f)-A„A-A,4f 

(2) 2(A, 0) = Aj,tf-A^A 

(3) - 2S- = A ff A- - 2 A ( jfA + A. 1/t /' 

Die letzte dieser Relationen liefert sofort die in Nr. 299 erwähnte 
Invarianten-Beziehung; denn ersetzen wir in ihr .r durch p uud setzen 
einstweilen (Apf = L, 
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so kommt: 

- 23P - A jf l? - 2Ajj F L+AjjF*. (III) 

Wie wir hier das Quadrat der beiden schiefen Formen G und M 
durch gerade Formen dargestellt haben, so können wir auch die 
Quadrate der drei anderen schiefen Formen, q, r, s des Systenics durch 
gerade Formen darstellen. Man findet nämlich in einfacher Weise 

(i) 

(2) 
(3) 



~& M+ l V *A at> 



(IV) 



indem mau entweder die früher aufgestellten Satze über Functional- 
determinanten zu Grunde legt, oder noch kürzer, indem mau Iden- 
titäten wie p x (ab) — a x (bp) — b x (ap) und die beiden analogen quadrirt. 

302. Zweite lieihe von Itelalioncn. Wir können ferner Fornien- 
bezichungen aufstellen durch directe Ueberschiebung der Formen p, q, 
r, s unter sich oder über die Formen /*, <d, Ö. Sie sind durchwegs 
leicht zu berechnen, und wir können uns daher auf solche Beispiele 
beschränken, die wir später bei der typischen Darstellung von /' und 
rp verwenden werden. Das sind zunächst die Ueberschicbungeu von /' 
über die linearen Covarianten. Man findet: 



(/•, P) = ff (vgl. Nr. 300) 
(f, ff) = - l A fjP 



(V) 



Zur Verificatiou der drei letzten Relationen dieser Gruppe mögen die 
Entwicklungen dienen: 

(f, ff) ~ (f, (/; P)) = {ab)ibp)a x = l (ab) { (b V )a x - {ap)b x j 

(/; r) - (/; (p.J))=(pJ)(aJ)« x ', (aJ)a x z1 v = ^,+ } A,. f (xy) 

[vgl. Nr. 125 (2)1 



*) In Clcbscli, „Binäre Formen" ist (/, r) - -f 
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Wir fügen hinzu: 

<W) « «/; Ph P) — («i>) 2 — F 
(rp) = - (M, l»), i>) = - = - L 

(*P) = (> Ph V) - Op? = - M 

(<ir) = «/; p), <i>, j)) - i-<r, *h py = - w = -m> . ( vd 

M = j,), (e,p)) - ((,*, 0), jr)- = ~l \A fA L - Ajj F) 

Mit Hilfe «lieser beiden Gruppen (V) und (VI) von Relationen lassen 
sich nun auch sofort die Werthe jener Invarianten anschreiben, welche 
entstehen, wenn wir die Form /'zweimal über irgend ein Product zweier 
linearer Covarianten schieben. Man findet unmittelbar : 

U\ pqf - Oi, q) = o 

» Oj, r) = + M 



(f, Prf 

</; qr) 2 
</; q*f 



Oh *") ^ - .] \A n h - .4,,/Fj 



— <P, = - 

(- *" + .! ^/.//>, s) - l A, i M 



(VII) 



303. Dritte llcihe von lidatitmat. Die dritte Kcihe von Rela- 
tionen hat ihren Ursprung in der Fu ildamen talrelation dieses 
simultanen Systeines 

j) = 0p, p). (viii) 

Wir beweisen dieselbe, indem wir die Form 

mit Hilfe des Identitätssatzes umformen. Man hat nämlich 

fc> = (aß)* (««)«, ß x — (uu)(aß)ß x {a x (aß) - ß z (au)) 

--= (aa) (aß) (aß)a x ß x — (auf (aß) ß; 
= - (aaf(aß)ßl, 

da das erste Glied rechts identisch verschwindet. Fuhren wir aber 
in (aa)*(aß)ß x das Symbol }> c = (auf a r ein, so kommt: 

e= -(pß)fii = (<P, p). 

Aus dieser fundamentalen Relation (VIII) gehen insbesondere folgende 
wichtige Beziehungen hervor: 
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s = (G>, p) - ((<p, p) } p) — (<p, = (apfa x 
M = - (.y, /,) = ((ejp, ;,)', = - ( a j>) 3 



(IX) 



Was die letzte dieser Relationen betrifft, so ergiebt sich ihre Richtig- 
keit aus folgender Entwicklung. Es ist 

(©, /') = ((v, P), n = ((«J'K, «;) = («*)(««)«,«, 
= (««) « x { « x («;») -f j> f (aa) } 

= (<x*i) «J 4- = </) + 2>* • 

Wir wollen damit die Untersuchungen über die Covarianteubeziehungen 
des simultanen Systemes von f und <p bcschliesseu und nun zu einigen 
Anwendungen übergehen. 

304. TypiscJic Darstellung. Die beiden Formen /' und <p lassen 
sich mit Hilfe zweier ihrer vier simultanen linearen Invarianten typisch 
darstellen, (jenen wir zu dem Zwecke wiederum von Identitäten wie 

(pqfal^ [(aq)p* — (ap)q,)* 

(pqfai^ {(«q)p x -(«p)q x y 

aus, so ergeben sich für die erste derselben die Wertlie der typischen 
Coefticienten unmittelbar aus den Relationen in Nr. 302. Mau hat 
beispielsweise: 



■ f = (aqf • ;r - 2 (ap) (aq) p x q x + (apf q\ 

= <r, <if - pl - pq)p x q x + (/; p? • t 

= l A.rF.pl + F q; 



oder 



ein Resultat, das wir auch schon an anderer Stelle (Nr. 301, IV) 
ermittelt haben. 

Die typischen Coefticienten für die zweite Identität 

- F* ■ <p = (aqfpl - 3 (« ff )* (ap) pl q x + 3 («ff) (apfp z ff; - {apf q x 

berechnet man mit Hilfe der in Nr. 303 entwickelten Relationen: 

@ — (<P, P) *=(«p)al 
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Aus diesen ergiebt sich sofort: 
(«/0 3 - (sp) = — M 
(«/>)><?) = (sq) - \ \A„L - A,jF\ 

(«rt(«^-(»,^ = (ö, F f — \A^y^-^A fl (&vr = M r A, f 
( aq f « i(aq) «l, ,fY = ({«q) «;, *y - 1 

In ebenso einfacher Weise würden sich die typischen Coefficienten 
berechnen lassen, wenn wir /' und <p durch irgend zwei andere lineare 
Covarianteu hätten darstellen wollen. 

305. Ausnahmefalle für typisclic Darstellung. Die typische Dar- 
stellung wird unmöglich, sobald die beiden Invarianten 

F = ( a p)* 
L = (Jpf 

gleichzeitig identisch versch winden; denn in diesem Falle verschwinden 
auch alle Invarianten 

(M)f (P r ), (P*), (<l r )> ('/*), (™), 
wie ein Blick auf die Relationen (VI) Nr. 302 lehrt, und demnach 
sind die vier linearen Covarianteu nicht mehr von einander unabhängig. 

Das Verschwinden von F und L >agt aber nichts anderes aus, 
als dass /' und J den gemeinsamen Factor p besitzen, lu diesem 
Falle muss aber <p den linearen Factor p quadratisch enthalten. Denn 
multiplicireu wir 

(ap) J x — (Jp)a x = {a/J)p x (1 ) 

mit tf y J x -f J,j a x = 2 (a z J x ) y , (2) 

so kommt: 

((ap)J x — (Ap)a t ) (dyJj, -f ^ y «x) — 2{{aJ)a x d,) 9 p x . 
Ersetzen wir aber hierin y durcli p y so erhalten wir 

(apfJl-(Jpfal^2 Pi (S f p). 

Die liuke .Seite ist null wegen F = L = 0; also ist auch 

«9, ;,) = («2<f«**=0, 

d. h. 9) besitzt den Factor p im zweiten Grade. 

Ebenso findet man umgekehrt, dass, wenn <p einen linearen Factor 
von /' quadratisch besitzt, F und L verschwinden müssen und sonach 
p, q, r, s einander proportional siud. 
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F und L verschwinden auch, wenn d proportional f ist, also 
wenn 0 = 0; daun kann aber Oberhaupt nicht mehr von einem simul- 
tanen System von f und <p die Rede sein. 

306. Resultante van f und <p. Um die Resultante von /' und qp 
aufzustellen, benutzeu wir die nämlichen Principien, wie wir sie beim 
Aufsuchen der Discrimiuanten der Form fünfter und sechster Ordnung 
verwendeten. Es möge A der gemeinsame Factor von /'und tp sein. 
Diesen Factor besitzt alsdann insbesondere auch die erste Ueber- 
schiebung vou <p über A. Sei ft der zweite lineare Factor von /', v 
der zweite von (<p, A), so können wir unsere Bedingungen formu- 
liren: 

a* = Ap, a*(aA) = Ai>. 

Versuchen wir auf Grund dieser Annahmen die Invarianten des 
Systemes zu berechnen, so wird sich zwischen denselben eine Rela- 
tion ergeben, die gemäss der Voraussetzung und nach dem Grade in 
den Coefficienteu nur die Resultante von /' und <p sein kann. 

Wir berechneu zunächst die Invariante F = («;>)*. Die Form p 
war dargestellt durch: 

p =» («a) 2 «^, oder weil a j = Ap, 

i)«(aA)(«fi)a x «=(f«A)oJ, u) = Uv , u). 

Nun ist: 

(kv, u) = l vUu) + ~l(vu). 

Da aber 
so kommt: 

{kv, p)-k(vp) + ] tiUv)=p. 
Bilden wir somit die zweite Ueberschiebung — F y so erhalten wir 
F = («*, A* (»^)* + A • p (pp) (k v) + J fr (A f 2 >y , 

oder weil a* = A • u, und demnach das erste und dritte Ueberschiebungs- 
glied gleich null, so wird: 

F-(al, bl{vp)(kv)y-<vp)(kv)-A„. (I) 
Berechnen wir sodann die simultane Invariante A/j, so findet man: 

A,. t =>(Jk)(Ju)-(aßf(ßk)(«p). 
Der Ausdruck rechts ist nichts anderes als die zweite Ueberschiebung 
i<ßl)ßl, («fi)«*)* = (Ar', (ap)«iy~(al)(«p)(<tu). 
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Nun ist aber: 

<V«A) («i/> («^) == {(ak)al, (ivf (Xv, pv) « 2 (v^dv), 
somit: 

*A f / = Ha V ). (2) 

Setzen wir den Werth von (t>fi)(Av) in die Relation (1) ein, so kommt: 

Diese Relation besteht also uuter der Voraussetzung, dass / und 
<p eiueu gemeinsamen Factor haben. Sie ist überdies vom Grade 
2 -|- 3 = 5 in den Cuefficieuten, und ihre linke Seite darf somit als 
Resultante von f und tp betrachtet werden. 

§ 32. Das simultane System zweier onbisehor Formen. 

307. Tlrste Formulirung der Aufgabe. Üas vollständige System 
einer eubischen Form besteht aus den vier Formen: 

(f>ff = J, {f,^) = Q, {j,j? = Ajj. 

Es sei <p eine zweite eubische Form; die Formen ihres vollen 
Systemes wollen wir bezeichnen mit 

(9>,<p) 2 = r, {r,ry = A rr . 

Wir stellen uns die Aufgabe, das simultuue System der beiden 
Formen /" und q> zu ermitteln. Nach den allgemeinen Sätzen, § 38, 
erhalten wir dasselbe, wenn wir die beiden Producte 

v = • K" 1 • f** 

Uber einander schieben, d. h. also mit einander multiplicireu und das 
Product U • V auf alle möglichen Arten in bekannter Weise falten. 
Enthält eine solche Ucberschiebung 

F = (U, K)v = (f*> ■ • J l >, <p'" • • F"^f 

kein zerfallendes Glied, so liefert sie eine Form des Systemes. 

308. üeduetion der Aufgabe. Die Zahl der zu faltenden Producte 
U • V lässt sich von vornherein reduciren, insofern sich bis auf weuige 
Ausnahmen leicht erkennen lässt, welche derselben auf Ueberschiebungen 
mit zerfallenden Gliedern führen. 

Erstens: Producte, welche höhere als die zweite Potenz von 
resp. F enthalten, bleiben unberücksichtigt, wegen der bekauuteu 
Relation: 

J* + 2<? + Ajjf* = 0. 

Zweitens: Enthält U eine Form J und gleichzeitig V eine Form 
F, so sind höhere Faltungen als die zweite ausgeschlossen, da steU 
Glieder mit dem Factor Aj r = (4 FY gebildet werden können. 
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Drittens: Bei Ueberschiebungen, welche den Grad 3 übersteigen, 
kaun U nur Einen Factor /" oder Q, und V nur Einen Factor q> oder 
K enthalten, da diese Formen von gleichem Grade sind und somit 
stets Glieder auftreten würden, welche die dritten Ueberschiebungen 
(/» 9\) 3 i (/» Kfj (jft OY zum Factor haben. Bei niedrigeren Ueber- 
schiebungen ist aber ohnehin der Fall ausgeschlossen, das« U oder V 
aus mehr als aus einem Factor besteht, wenn dieser dritten Grades ist. 

Viertens: Ueberschiebungen einer Potenz von f, oder Q, über eine 
Potenz von P , bleiben unberücksichtigt, da schon (/**, P*) 1 , oder 
(Q S t P t Y Glieder enthalten, welche Producte früherer Ueberschiebungen 
sind, nämlich: (/*, pY-(f pf oder ((J, PY'{Q, PY> 

Von allen Producten U- V sind also nur jene zu falten, in welchen 

1) sowohl U als V nur eiue Form enthält, 

2) U (oder V) eine Form, V (oder U) eine zweite Potenz von 
f (resp. di). 

300. Aufstellung der einzelnen Formen. Wir bilden nun die 
einzelnen Ueberschiebungen: 

1) V = f\ V=<p. 
Ihre Ueberschiebung liefert drei Formen: 

(/; 9) - », (/; vy - (/; v) s - * 

2) oder */=.J, K = <p. 
Wir erhalten sechs Formen: 

(/", r), (/", D 2 , (/, 

3) t/ = J, V = P. 

Es entstehen die zwei Formen: 

(J, P) und (J, Pf. 

4) (/-(^und K 

sei irgend eine Form des zweiten »Systems. Als erste Ueberschiebungen 
treten die Formen auf: 

(Q, <p), (V, r), K), 

und entsprechend 

(K t /), (V, J); 

sie sind als Functiunaldeterminanten von Functionaldeterminauten 
reducibel. 

Als zweite Ueberschiebungen erhält man: 

(0, vY, K>, r) 3 , (^ A')* 
(A-, /y, ^v. 
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Von diesen ist (Q, Kf reducibel; denn falten wir das Product 

aU,(aJ)-alP x (aP) 

zweimal, und bilden insbesondere das Glied 

G = a x a x (aP) (aP) {dA) (« J), 

so lässt sieh auf dasselbe der Productsatz unmittelbar anwenden und 
man findet 

G = a x a x {aP) (aP) (aJ) (aJ) 

= { «x «x { (^«)* (J<*y -f (r«Y (J «)* — (a«y } . 

Das erste Glied rechts ist wegen {Ja) 3 oder (Pcc)* null. [Vergl. 
Nr. 145, (I).J Das zweite ist (/', Pf ■ (y, Jf , das dritte (F, Jf ■ {f, <pf. 
Es ist somit das Glied G reducibel, folglich (Q, K)- selbst. 

Als dritte Ueberschiebungen erhält man endlich: 

Von diesen Ueberschiebungen sind die beiden letzten reducibel. 
Es ist nur nöthig, dies von (K, J 3 )* zu zeigen; für die Form ((J, P i f 
folgt die Ucducibilität aus der entsprechenden Bedeutung der Formen 
Q und P. Die dritte Pulare von K ist: 

ferner die dritte Polare von J x 

j\> — Jf J ly di x . 

Indem wir das Product 

(aP) a] P v • Jy, J iy J lx 

auf alle möglichen Arten dreimal falten, erhalten wir die Ueber- 
schiebung 

(K, J*f = ) (aP) {aJY(PJ x ) J lx + | (aP) (a J t ) (P J) (aJ) . 

Die Differenz dieser beiden Glieder ist aber null, da sie den 
Factor (aP)* enthält (vergl. Nr. 145), folglich sind beide eiuander 
gleich, und wir erhalten: 

(K, J-f - (aP) {aJ? (PJ { ) J u . 

Ersetzen wir hier J x durch (abya x b x , so kommt: 

(K, J*y = (aby(«jy(aP)(Pa)b x 

= (aP)(Pa)b x \(bJ){aa) — (aJ) (&«)}*• 
Entwickelt man rechts nach dem binomischen Lehrsatz, so ist 
das erste und letzte Glied null wegen des Factors (bJ)'. Es reducirt 
sich also: 
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(JT, — -- 2{aF){Fn){aa){ba){nA){bJ)b x 

= — 2(aF) (« ^/) (M) (««) 6, { (F />) ("«) — («/>) (Fb) } 

Da rechts der Khuunierfactor (««)" auftritt, so suchen wir diesen 
Ausdruck mittelst der Reihenentwicklung 

umzuformen. Ersetzt man nämlich in ihr y durch x durch F, 
so kommt: 

(a«/(^)(«r) = (öF)(ö//)+ J(^r). 

Tragen wir dies in (Ä', ein, so erhalten wir: 
CA', J*f - - 2h x (bJ){Fb) + ^ 

= + 2bAb4)(e/i){br)(&F) + J(jr)(b4)(br)b x . 

Für das erste Glied liefert der Productsatz: 

(bj)(ßj)(br){ßr)- \ \ii>jf{vry+{vjy{bry-{4r)\bvf\. 

Das erste Glied in dieser Summe ist null wegen (bd)*. Man er- 
hält also: 

(jsr, - (©, (/; r/ - (/*, v)) s + «/■(/•, r))*. 

Die beiden Covarianten (Kd")"' und (QF'f sind somit redncibel 
und das ganze Formensystem der zwei eubisehen Formen f und y 
besteht also aus 26 Formen. 

Eine biquadratische: 

= «2 «fr- 

Sechs cubische: 

/; 9, G, A', (/', r), (v, 

Sechs quadratische: 

^, ^, (/', *)* - », D, (G, <pY, {K, fX- 

Sechs lineare: 

(f, F)\ (<p, d)\ (f, F*Y, (y, J*r, {Q, Ff, (K, Af. 
Sieben Invarianten: 

A J t , A rr , A jr , (/•, - j, «?, jt) 3 , (<?, (<?, /y. 

Von den linearen Formen erhalten zwei eine besondere Bezeichnung. 
Wir setzen 

(f> Ff (oF)-<i*= ** = n 
(<p, = (aJ)-a x = p x = j>. 
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310. Exposition dm- folgenden Aufgaben. Nachdem wir im Vor- 
hergehenden die Formen ermittelt haben, aus denen das vollständige 
System von f und tp bestehen muss, wird unser nächstes Ziel nach 
den Beziehungen und Relationen gerichtet sein, welche, sei es zwischen 
den Formen des Systemes selbst, sei es zwischen deren Ueberschiebunfien 
bestehen. Die allgemeinen Wege, welche dazu führen, sowie die 
hiebei sich einstellende Nothwendigkeit der Einführung neuer gleich 
berechtigter Formen an Stelle alter Formen, haben wir wiederholt 
an den geeigneten Stellen klar gelegt. Wir greifen hier indes der 
systematischen Methode vor, indem wir uns zunächst, in Folge der 
Wichtigkeit der sich hiebei einstellenden Resultate, mit den linearen 
Covarianten p und n beschäftigen, deren erste Ueberschiebung über 
f und <p sowohl, als deren Quadrate wir vor allem berechnen wollen. 
Hiebei ist es, wie überhaupt bei allen kommenden Untersuchungen, 
stets hinreichend, die Berechnungen Tür eine je zweier gleich berechtigter 
Formen (/*,;>) und (<jp, %), oder (f, ar) und (<p,p), oder p 2 und «-' 
durchzuführen, da die Resultate für die andere der beiden Formen 
einfach durch Vertauschung von a mit a gewonnen werden. 

311. Die eisten Ueberschiebttngen von f und q> über p und n. Die 
erste Ueberschiebung von f über p ist dargestellt durch : 

Subtrahiren wir auf der rechten Seite die Grösse 

0 = M(^)-'«;, 

so erhalten wir 

{f,p) = {aa)\al(«jy- - ui(aA)*\ 

= (au) \ a z (ttJ) + a,(a<J} {a z (a4) — a z (aJ)} . 
Der letzte Factor rechts ist aber gleich -(nß)J, gemäss dem 
Identitätssatze. Folglich ist: 

(f, P) = ~ (««) 2 ^ + «r(aJ)) t 

oder: 

(f, P) - - 2((««)) a «,«„ d) = - 2(0, Ä). 11) 

Also ebenso: 

(<p, «) = - 2(ft>, n (2) 

Es ist ferner: 

Vertauscht man wegen des Factors (ab) das Symbol a mit b und 
nimmt die halbe Summe, so kommt: 

(/»= i {ah)\nl{br)*-K{ary\ 
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oder: (/', x) = - ((«&)* F) - - P). (3) 

Also auch: 

(<p )P ) = -( r ,J). (4) 

Diese beiden Ueberschiebungen siud also bis aufs Vorzeichen ein- 
ander gleich, und mau gewinnt daher aus (3) und (4) die Funda- 
mentalrelation: 

(/» + (9>,;>) = o. (f ,) 

3 1 2. Eine t 'ntt-rsnchung über die Fundnmenlalrelation (f y 3r)-f-(qp, p) 0. 
Ehe wir. dazu übergehen, die Quadrate von p und jt zu berechnen, 
wollen wir uns die Frage vorlegen, ob nicht die Formen p und n 
bereits durch die Relation 

(/» + (<P,1>) = 0 (1) 
vollständig definirt sind. Die zu stellende Frage können wir in der 
Form aussprechen: Für welche Werthe von y und s wird die Summe 
der beiden Polaren f v + g> ; 

identisch null? So lange f und <p Formen beliebiger Ordnung sind, 
wird es nicht möglich sein, wenn nicht anderweitige Bedingungen 
stattfinden, solche Werthe zu bestimmen. Nur in dem Falle, wo f 
nnd <p quadratische Formen, giebt es unendlich viele Werthe. Bei 
Formen dritter Ordnung findet man nur ein einziges Werthsystera, 
bei biquadratischen überhaupt keines, wenn nicht eine bestimmte 
simultane Invariante verschwindet. Dies lehrt schon eine einfache 
Constantenabzählung. 

Wenn wir nun hier für eubische Formen die Frage beantworten 
wollen, so verlangt zunächst die Identität: 

U + 9>< = °» 

da sie unabhängig von x erfüllt sein soll, dass die Coefficieuten von 
2x t x,, ay für sich allein verschwinden. Das liefert drei Gleichungen 
ersten Grades für die Verhältnisse der vier Grössen i/, V> nämlich: 

«0#1 +«!»/* + «1)5, <> 
«1 .Vi + «'Vi + <M| + «2*8 = ( > 
+ «3«/* + «**l +«3^ = °- 

Gemäss der Theorie der Auflösung linearer Gleichungen (vergl. 
Bd. I, Nr. 111) sind also die Werthe von y/, y 2 ^ proportional den 
einzelnen Determinanten der Matrix 

a„ a t a 0 «, 
V — ' «, n 2 a, a 2 • 

, ö* «3 «2 «3 
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Es ist: 





«1 «o (( t 








9 .Vi -* 


«a «i « ä 




W ÄA* 


-«,«,A(«a)(ii/i)(aft. 




« 3 «, a 3 




«* 8 «,«/ Äe 3 





Vertauscht man rechts a mit 0 und nimmt die halbe Summe, 
so kommt: 

9 Vi = 2 «2 («/*)* (««)("/*) 

oder: 

P?i = 1« 2 («^) 8 = 

Ebenso: 

QV* = - g «« ( fl ^) 2 = — Y *i 

= — v «i (f^Y = — y ;>i • 

Man erkennt, j> uud ä sind die einzigen Werthe, für welche die 
Identität (1) besteht, und sie sind demnach durch sie vollständig 
definirt 

Bei quadratischen Formen wäre die Matrix V nur zweizeilig ge- 
wesen; zwei lineare homogene Gleichungen mit vier Unbekannten 
werden aber durch unendlich viele Werthe befriedigt; bei biquadrati- 
schen Gleichungen aber wäre die Matrix V vierzeilig gewesen, und 
die Bedingung, dass vier lineare homogene Gleichungen mit vier Un- 
bekannten durch ein bestimmtes Werthsystem derselben befriedigt 
werden können, ist gerade durch das Verschwinden dieser Determinante 
V ausgedrückt. 

313. Berechnung von p 2 und ar 3 . Unsere nächste Aufgabe ist, p- 
als lineare Function quadratischer Covariauten darzustellen. Es war 

Führen wir für A seinen Werth (abfa x h x ein, so wird: 

p = (aby{aß)(bß)ß x . 
Multipliciren wir die beiden so erhaltenen Werthe für so kommt: 

p*~{*jyu,{ab)\aß){bß)ß t . 
Hierin fordern die beiden quadratischen Klanimerfactoren zur Be- 
nutzung der Identität auf: 

(ajyiab) 2 = \(aa)(bJ) - (b tt )(aJ))\ 

Wegen der rechts auftretenden Facto ren (bJY, (aA)~ reducirt 
sich also der Werth von j) 2 nach Einführung dieses Werthes von 
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(aJY(abf auf: 

p* 2{au)(ba)(aß){bß){aA){bA)a x ß x . 

Diesen Ausdruck wird man wegen der vier ersten Factoren mit Hilfe 
des Productsatzes umformen. Man erhalt: 

y = - (aA)(bA)a x ß x {{aafibfi? + (a ff (b «? -(abf . 

Die beiden ersten Glieder rechts gehen durch Vertauschung von a 
mit b in einander über, sind also einander gleich; daher: 

p* = (ab)* (ccßf (a A) (bA) a x ß t — 2 (oa) ä (bß)* (a A) (b A) a x ß x . (6) 

Der erste Term rechts ist nichts anderes als das Product 

(aby(aJ)(bJ)(aß)*a z ß x = Ajj- P . (7) 

Um den zweiten Term umzuformen, benutzen wir wegen des Factors 
(aaf die Reihenentwicklung: 

(a er) 2 a y a x = & x @ y -f- y J (y x) . (8) 

Denken wir uns in ihr y durch A ersetzt und alsdann den Werth 
von (aay(aA)a x in den zweiten Terra (6) eingetragen, so wird derselbe: 

-2(aaf{aJ)a x -{bßY{hJ)ß z = - 2(bßf(bJ)ß x [e x (0A) + [ JA X \. 

Transforrairen wir die Fuctoreu vor der Klammer nochmals durch 
dieselbe Reihenentwicklung (8), so kommt: 

— 2(a«)* («//) « x • (bßf (bA) ß x 
- - 20, {& x (&J)+l JJ X ] - JA Z {& Z (&A) + l JA,) 

= - 2(&A)&J&'J)e' x - 2JJ T {®A)O x - J 

= - 2(&A)(<3>'J)&M - 2 J(fc>, A) - A. (!)) 

Das erste Glied rechts ist aber nach dem Productsatze : 

2(@J)(&'A)& X & X = {(ÖJ)*®' -f (0'z/)*0 - (to&jA\ 

= 2Ah,&- Ähh A. (10) 

Es wird also, wenn wir die in (7), (9) und (10) berechneten 
Werthe in (6) eintragen und überdies — 2(ö, A) durch (/,/>) ersetzen 
Tvergl. Nr. 310, (1)] 

f - Ajj F - 2A, tJ fe> + (Ah» - J Pj A + J(f, p) , (1 1) 

und demgeniiiss, da J hei Vertauschung von a mit a das Zeichen 
wechselt: 

* s = A yy ,1 - 2A m & + (a*j - r ~ J(q>, n\ (12) 

(Jordan, Invarianten II '22 
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314. Exposition der folgenden Aufgaben. Die vorausgegangenen 
Abschnitte dienten dazu, uns über einige Eigenschaften jener beiden 
linearen Covarianten p und n zu instruiren, die im ganzen System 
eine so hervorragende Rolle spielen. Wir können nun wiederum zu 
einer systematischen Methode zurückkehren, die uns über die Be- 
ziehungen der Formen des Systemes Aufschluss verschaffen soll. In- 
dem wir diese Relationen zu ermitteln streben, werden wir uns gleich- 
zeitig veranlasst sehen, gewisse Ueberschiebungen des Systemes durch 
ein geeignetes ihrer Glieder zu ersetzen. Wir beginnen damit, die 
Ueberschiebungen der einzelnen Covariantengruppen des Systemes der 
Reihe nach zu studiren, so weit sie für uns Interesse haben. Daran 
schliessen sich die Untersuchungen Uber die Relationen zwischen den 
Invarianten des Systemes, deren noth wendig zwei existiren müssen, 
da zwei cubische Formen nur 8 — 3 = 5 unabhängige Constante be- 
sitzen, wahrend doch 7 Invarianten im Systeme auftraten. 

315. Die biqttadratischc Covariante d. Die einzige Form vierter 
Ordnung, die im simultanen System von f und tp auftritt, ist die 
schiefe Covariante: O -= (/", qp) = (au)alu x . 

Von den Ueberschiebungen dieser Form über andere besprechen 
wir hier vier, die ein allgemeineres Interesse haben, nämlich die 
dritte Ueberschiebung über f und <p, die erste über p und n. Es ist : 

(», ff = ((««)«;«!, K)" ~ i (aa){(aby { ab)« x + (abf(ab)aj 

= * (au) (ab) (ab) \ (ab) u x + (ab)a x } . 

Das letzte Glied (ub)a x in der Klammer kann durch * (ab)a x 
ersetzt werden, da die Identität besteht: 

(ub) a x + (au) b x = (ah) a x 
und (ub)a x hier mit (au)b x gleichbedeutend ist./ Man erhält also: 

(»,/T= l(aa)(aby(ab)u x , 
oder, da J = (ab)*a x b x : 

ff — 4 (^«)(«^) «* — - 4 (9>. ~ 4 V- (1) 

Folglich auch, da & durch Vertauschung von a mit a sein Zeichen 
ändert: 

(», 9>) 3 - + 4 *• 

Zur Berechnung der ersten Ueberschiebung von über p und ar 
gehen wir aus von der Fundamentalrelation Nr. 310, (5) 

al(an) -f ul (up) = 0. 

■r * ' / / 

- ' • ■•(.: ; 'vr. /f : 
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Schieben wir diese Relation einmal über f, so kommt: 

0 = (ab)(an)a x bl -f (ab) (ap) a x bl. (2) 
Das zweite Glied geht aus der Reihe 

(a a) al a x a v = — * G (yx) 

hervor, wenn wir in ihr o durch b und y durch p ersetzen; es folgt dann 
(ab)( a p)u x bl = - (», p) + l &p. (3) 

Vertauschen wir im ersten Glied der Relation (2) a mit b und 
nehmen die halbe Summe, so erhalten wir: 

(ab) (an) a x b\ = - J (ab) a x b x { (aar) b x — (fear) a x } — \ (ab) 9 a x b x • ar . (4) 

Tragen wir diese Werthe der beiden Glieder aus (3) und (4) in 
(2) ein, so erhalten wir: 

o = ~ - (*, p) + ■- »P, 

oder: 

und demgemäss: 

2 + ( ß ) 

310. Die citbischen und quadratisclien Comriantcn. Die Formen 
dritter Ordnung, welche das simultane System aufweist, wollen wir 
genau so beibehalten, wie sie der Faltungsprocess bei Aufstellung des 
Systemes geliefert hat. Es sind sechs an der Zahl: 

ff V, Q> K, (/*, r), (<p, 4). 

7jU weitern Untersuchungen von Ueberschiebungen derselben über 
einander oder über andere Formen haben wir hier keine Veranlassung. 

Von den sechs quadratischen Formen, die im Systeme auftreten, 
wollen wir drei durch andere ersetzen, nämlich die drei Formen (d, P), 
(Qt <pY una * (K, fY- Gründe, die uns hiezu bewegen, sind rein 

praktischer Natur. Glebsch hatte dieselben ersetzt durch die drei 
Functionaldeterminanten der drei andern quadratischen Formen 4 } 
F , 6>. Wir wollen an ihrer Stelle einführen: (/*, ar), (f, p), (<p, ar), 
also Ueberschiebungen über lineare Formen. Dass wir (J t P) durch 
(f r ar) ersetzen können, geht aus Nr. 311, (3) hervor. 

Berechnet, man ferner die zweite Ueberschiebung von Q über qp, so 
findet man Folgendes. Die zweite Polare von Q ist [vgl. Nr. 140, (2)]: 

«i\ *»:. 

i - 
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Ersetzen wir darin y durch a, und multipliciren mit a x , so kommt: 

(Q, <pf = (aJ)(aa)*J s a x . 

Der Ausdruck rechts entsteht aber aus (aa)"a v a x , wenn wir darin 
y durch J ersetzen und mit z/ x multipliciren. Wir erhalten [vergl. 
Nr. 313, (8)| daher: 

(Q, <pY = (&, j)+ j 2 j, 

also wegen Nr. 311, (1) 

(<?,?>)* = - I (/» + (i) 

Mau darf also in der That (Q,<p)* durch (/*, p) ersetzen und 
demgemass auch {K y ff durch (<p, n). Die sechs quadratischen Formen 
sind also: 

^, P, {f, P), (<P, *), (/*, ») — - (<P, ;>)• 

317. Die secÄs linearen Formen. Von den sechs linearen Formen 
des Systcmes behalten wir die beiden Formen p und it im Folgeuden 
bei. Dagegen ersetzen wir die vier übrigen durch 

{j, v ) t K*), (r,j>), (p,*). • 

Dass dies gestattet ist, kann man leicht zeigen. Denn da die zweite 
Polare von Q, wie schon erwähnt, sich auf (a^/)a a <J reducirt, so 
wird 

(Q, ry<={aJ)(aF?J x . 
Nun ist aber die lineare Form 

also 

(Q> P) 2 — (( rt P)* fl -o = (sr, (1) 

und ebenso 

(A, - ((«^) 2 «„ p) - (p, F). (2) 
Man erhalt ferner: 

(g>, ^-(«^)*(«^iM.o 

oder, weil: 

(«z/) 2 a, =p, 

A) = (V, 4), (3) 

und ebenso 

(^^»(KKr^l^r). (4) 

Die sechs linearen Covarianten des Systcracs sind also: 
Pf *, {4, p), (4, *), (p, j>), (P, *). 

318. TFWtere lineare Covarianten. Den eben besprochenen sechs 
Formen, insbesondere den beiden Ueberschiebungen von /* und <jp über 
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f 7 , resp. sehr nahe liegend bind auch die beiden Ueberscbiebungen 
von / und <p Ober die andere quadratische Form &, nämlich (/, @f 
und (<p, &f. Wir erhalten: 

(<§>, fy-(a*y(ab){*b)b a 

= { [(aay(ab)(ab)b x + (ba)\ba)(aa)a x } 

= ±(au)(ab)(ab){(a«)b x + (ab)a x \ 

- J (aa){ab)\ab)« x = - { (<*«)(&«)(«&/«,, 
« 

oder, weil (ab)*a x b x = J und nach Nr. 309, (<p, Jf = p, 

if,ey = .J ^ (i) 

also auch 

Wir haben damit auch für die beiden wichtigen linearen Co- 
varianten p und it einen neuen Ausdruck gefuuden. 

Eine zweite Reihe einfach zu berechnender verwandter linearer 
Covarianten ergiebt sich aus den Ueberschiebungen von /' und rjp über 
l'roducte und Potenzen von p und jt, also die Covarianten: 

(f,p*)\ u\p*)\ (f,*)*i (<p,p*)> (<p,v*y, 

Da wir die Werthe von p* und ;r bereits als lineare Functionen 
quadratischer Formen ermittelt haben, so hat die Berechnung dieser 
Covarianten keine weitere Schwierigkeit. Wir schieben die Relation 

^ = ÄdM r - 2 a*j e + (a„* - J 2 *) j + J(f, jO 

zweimal über /* und erhalten: 

(/; w - («iO 8 «, = (/*, r>* - 2^ (/; «)" + - J !) (/, 

= Ajj a + ^./;> -f J (abf (up) b X} 
weil ja die Uebcrschiebung (/", Jf = 0 ist. Es ist aber 

{ab)*(ap)b m -(4,p), 

somit 

(/-, p*)> - Ajj n + A OJ p + (3) 

und ebenso 

(q>,x*)*= A rr p + Avr* — *)• (4) 

Ferner ergiebt sich: 
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Iu dieser Relation ist einestheils (<p, Pf — O, und anderntheils : 
(<p, (ap)aiy = (ap)(aaf« z = (au)* \a x (pa) + j> x (a o) ) 
= (a«) 3 /> + («ßF(F)"x- 
Da aber wegen der Fundamentalrelation (f, jr) -f- (9, J') =0: 
(aaf(pcc)a x — {(pa)al, aj) f «= ((&jt)&2, «2) 8 = (abf(bn)a x = (4,n), 
so erhalten wir: 

Es wird sonach, unter Berücksichtigung dieser Werthe der einzelnen 
Glieder, und wegen Nr. 318, (2): • 

p*f = A»J* + (j«« + *!,> + JM, «) , (5) 

also auch 

Nun kann man die Ueberschiebung (<p, p*)* auch schreiben: 

«>,;>>, f); 

weil aber (qp, p) = — (/", »), so ist auch 
und ebenso 

{f, n*Y = - ((<p, j,), *)*=-(*, 

Diese- beiden letzten linearen Covarianten haben sonach dieselben 
Werthe, die wir bereits in (5) und (6) berechnet haben. 

319. Die Invarianten iks simultanen Systems. Von den sieben 
Invarianten, auf welche wir durch Aufstellung des Systeme» geführt 
wurden, behalten wir folgende vier bei: J, Ajj, A rr , Aj y . Die 
drei übrigen: (f, Kf, (<p, Qf, (Q, K) 3 ersetzen wir durch andere, indem 
wir die übrigen Invarianten des simultanen Systemes J, P, & zu 
Hilfe nehmen. Es ist nämlich: 

(f, Kf-(ar)(a«)\ar)-{ifi*ya,« xt Ff = (©, Pf = A*,,, (1) 
und ebenso 

(<p, Qf-Ae*. 

Ferner ist eiu Glied der Ueberschiebung (V, Kf dargestellt durch: 

0 = (aJ)(aP)(aa)' (Jr). 

Pie rechte Seite geht aus der schon mehrmals benutzten Reihen- 
entwicklung hervor: 

(a«) s « y a x = 0,0, -f- * J(yx), 

wenn wir in ihr y durch J, x durch P ersetzen und mit (J P ) 
multipliciren. Wir erhalten: 
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G={JF)\{ßr)(®A)+\ J(JP)) 
Man kann somit (Q f Kf ersetzen durch das erste Glied rechts 

a = (jr){ep)(®j), (2) 

welches nichts anderes ist, als die simultane Invariante der drei 
quadratischen Formen P und 0. 

Diese Form Sl lässt sich auch noch auf eine andere Weise dar- 
stellen. Wir hatten gefunden [vcrgl. Nr. 311, (1)] 

(ff V) — (ap)al - 2(J, 0) - 2(J0)J X 0 X . 
Aus dem Ausdrucke rechts geht aber & hervor, wenn man diese 
Relation zweimal Uber P schiebt; man erhält also: 

((ap)al, ry = 2{{J0)4 x 0 xt r)\ 

oder 

(apy(ap)^ -2SI. 

Es ist aber 

(« Ff (ap) = ((« Ff a x , - (*, p) j 

also ist 

2& = (j), jt). 

Es erübrigt noch, den Werth der nicht zum System gehörigen 
Invariante .4©© zu bestimmen. Zu dem Zwecke ersetzen wir in der 
Reihenentw ickl ung 

(aafa 9 u x => 0 X 0 9 + 2 J (yz) 

y durch b und x durch ß und multipliciren die Entwicklung mit 
(6/3/; dann erhalten wir: 

(a«)*(ab)(*ß)Q,fly = (6«» {(©»(©6) + { (6»} 

- (©, {bßfbM + £ 

= -4©© + 2 • (3) 

Um den Ausdruck links umzuformen beachte mau, dass wegen 
des Factors (a&) es vortheilhaft ist, a mit b zu vertauscheu uud die 
halbe Summe zu nehmen; dann wird: 

(aay(bß)\ab)(aß) = j { (a«)«(60)« - W) 2 } 

= * (a&)(a/Q { (a«)(^) + (ba)(aß) \ 
i(aa)(bß) ~ (ba)(aß)) 
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Die beiden Tenne rechts stimmen überoin; also ist: 
(aay(bß)\ab)(aß) = (ab)\aß)* (aa){bß) = (JPf = A Jr . (4) 

Substituirt man daher (4) in (3), so erhält man: 

A&e = Aj y — 2 • (5) 

Fassen wir wiederum die sieben Invarianten des Systcmes zu- 
sammen, so sind dieselben reprüsentirt durch: 

Ajj, A yFt J, Aj r , djy, Ar&, SZ = l{j f '&. 

Zwischen diesen sieben Invarianten müssen, wie schon früher er- 
wähnt, zwei Relationen bestehen. Wir wollen sie im Folgenden be- 
rechnen. 

320. Invariantcnrclatioii für 61*. Zunächst weiss man aus der 
Theorie der quadratischen Formeu, dass das Quadrat der schiefen 
Invariante S2 sich darstellen lässt durch [vgl. Nr. 134, (2) ß)] die 
Determinante: 

Ajj, Ayj, Apj 

Ajp, A&P) Ayy 

Wir bezeichnen diese Determinante mit U und ihre Unterdeter- 
niiuautcn mit U,t. Diese Uuterdeterminanten Uu sind nach der Theorie 
der quadratischen Formen nichts anderes als die zweiten Ueber- 
schiebungen von Functionaldeterminanten der drei Formen 4, P, &. 
Denn ersetzen wir die dort [vgl. Nr. 134, (1) ß) und y)] mit f, <p, & 
bezeichneten quadratischen Formen durch d } resp. &, P und demnach 
&i = (9, <0, & 2 = /'), # 3 = (/*, <f) tlurch (6>, F) t resp. (P , J), 
so erhalten wir unmittelbar die folgenden sechs Relationen: 

2.4,,,, = 2((6>, P\ (&, P)Y = A*»A r y -A*„ = + U lx 

24v% = A), (r, J)Y « .1,-, ^/./ - j; j - + tf„ 

2 vi»,,, = 2( i, 0)) 2 = -4^** - ^l^far ■=+*/» 

2^.*,,, = 2(((y, F), (P, J)Y = 4^*«- = - u n 

2^..*. = 2((€>, F), Ö)) 3 « ,Wl r «- ^«^r - + t/„ 

- 2((F, «#))* — ii^Art - - vi^«,- « - 

Diese Unterdeterminanten spielen bei der typischen Darstellung 
von P und (9 eine besondere Rolle. Denn sie sind es, welche die 
typischen Coefficientcn liefern. Sie dienen ferner dazu, die Relation, 
welche das Product SU mit den andern fundamentalen Iu Varianten 
bildet, in einfacher Weise darzustellen. 
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321. Invuriantcnrclation für Sl-J. Man hat für das Product 
dieser beiden Invarianten den symbolischen Ausdruck: 

2JSI = (a«y(j)n), 

oder, indem wir den Identitutssatz benutzen: 
2J- Sl = (aa) J { (aj>) (an) — (an) iap) \ 

«= (rta) ! (fl]))(«Ä) — («a) s (an) (« p) 

= ((ap)al, (an)«,y - ((,**) «j, («,,)«;)* 

■* tf/">l J ), (Vi " ((/', «), J'))*- 
Nun bestehen aber nach dem Früheren die Beziehungen: 

ir,*) = - 

(<p,p) C 7 , 

(/; i>).= ~2(ö, a) 

(<p, n) — — 2(®, F) 
Demnach wird die Relation für 2J&: 

oder: 

4/ u = - 4 // l8 . 

Hieuiit seien die Untersuchungen über die Relationen der Formen 
des Systems von /* und tp beschlossen. 

322. Zusamnun/assmuj. Ehe wir zu Anwendungen der bisherigen 
theoretischen Untersuchungen übergehen, dürfte es angezeigt «ein, eine 
tabellarische Uebersicht über die gewonnenen Resultate zu entwerfen. 

Die 26 Formen des simultanen Systemes von f und <p sind durch 
folgende Symbole dargestellt: 



(i) 





& = (aa)al 


«i, 






J = (abya x b x , 








r = (nßy-atfl,, 




^/'/' 


Q = (aJ)a-sJ It 


0 = (aa)-a I a Zf 








(Ai>), 


*), 




(f,n, 


(<p, n), 


^ i») , 






(/; «) — -- (<p,p), 







ii = (jr)[re)(j&). 

Zwischen den Ueberschiebungen dieser Formen bestehen insbesondere 
folgende Relationen: 
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(9, ®f 



(f> V) 
i<P, *) 



Dritter Theil. 

(*, / ) 3 = - 4 V 

(»,<p) 3 = + 4 * 

-2(0,^, (#,j>) = Jl^ + ^IJ 



2 



(H) 



(/", *) 



(III) 



(IV) 



- 2(0, P) } (&, 7t) = - l \Pp + &x\ I 

- (j, p)\ 

- (r, ^/)) ' daher: ^' + (<p ' ] '- 0 
1/.^ — 2J öi/ ö + (^ - ^) ^ + */(/; /)) 

(<p, ä ä ) 2 ~ A FF p + .4 ör n: ~ J(P, jt) 

(Vi P*)* = ^ö/* + (^ö« + + *) = - (/*, »iO* ^ V ) 

i> + (^öö + ^ ) ä — J(P, j>) = - (<p, n pf 
«7* 



(VI) 
(VII) 



Die Unterdeterminanten dieser Determinante (-4.*../ Aqq A Fy ) 
sind den sechs Invarianten, die zum simultanen System der drei 
Functionaldeterminanten (0, P) f (P, 4), (4 t 0) gehören, proportional. 
(Vergl. Nr. 320.) Endlich ist: 

4SIJ= U„ -4fc' 13 . (VIII) 

§ 33. Anwendungen des simultanen Formenaystems 
zweier eubisoher Formen. 

323. Typische Darstellung der quadratiscfien Covariantm z/, 0, P. 
Die ersten Anwendungen, die wir von den im vorhergegangenen 
Paragraphen gewonnenen Resultaten machen, beziehen sich auf typische 
Darstellungen von Formen des Systemes unter Zugrundelegung der 
beiden linearen Oovarianten p und iu Um eine der drei quadratischen 
Covarianten z/, P oder 0, etwa die Covariante zt, typisch darzu- 
stellen, gehen wir wiederum aus von der Identität 

(j)n)J x = (Jn)p x — \,Jp)jt x . 
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Wir erhoben sie auf die zweite Potenz und erhalten: 

Für die typischen Coet'ficieuten {<dp)(dit), (dp)* ergeben 

sich aber unmittelbar die Wertbe: 

(JpY - 2 U„ = 2{A«j A«« - Ab» \ 
(.4p)(d*) = U*z = A»r — Ay., Ayj 
(^*)* = }i; 2 = l \A„A FF - A} tJ \. 
Denn es ist (vergl. Nr. 320 und 322): 

2 U 33 = 4((4 &), (J,&)y = {(f,p), (f,p)y = (aby(ap){bp)=(J P y 

i V» = (04 (4 ^ = i(f, *), (/; *))* = (a6)«(a*)(&*) = 

In derselben Weise gelangt man zu den typischen Coefficicnten 
von P und 0. Man braucht nur die Ueberschiebungen: 

((tp, 7t), (tp, jr)) s , {(<p, ii), (<p, p))\ {{<p,p), (<p, p)Y 

((/; p), (v,p)r, {(f, *), cv, />))*> ((/; *), (v, *)V 

zu berechnen. 

324. Die typisclicn Coefficicnten von f und <p. Ebenso bietet, nach- 
dem wir die Ueberschiebungen 

(<p>i>*) 2 > (<p,p*)\ (<p>**y 

bereits berechnet haben, die typische Darstellung von / und <p mit 
llilfe der linearen Covarianten p und « keine Schwierigkeiten mehr. 
Wir haben die für diese Ueberschiebungen gegebenen Relationen (vgl. 
Nr. 322) nur noch einmal über die Formen p und « zu schieben und 
hiebet die sich aus den Betrachtungen in Nr. 323 ergebenden Werthe 
für (Jpy, (dity etc. zu benutzen. 

Sind auf diese Weise die typischen Coefficienten berechnet, so ist 
die typische Darstellung von f und tp wieder durch die Identitäten: 

(pnfal = \(ax)p x — (ap)7t x )* 

(pnyaZ= ((«*);>* - (aj))3r x } 3 
unmittelbar gegeben. 

Die leicht auszuführende Rechnung ergiebt, dass /' und 97 in der 
typischen Darstellung bis auf einen Invariantcnfactor als die beiden 
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ersten Difl'erentialquotieuten einer gewissen Form vierten (Jrades er- 
scheinen, nämlich der Form: 

2<'=-8U 3 {/* + <jP/;} 

= Ap* + AB]Pn + 3Cy** + ADpx" + Aar 1 . 

Diese Eigenschaft hat Clehsch für das Problem der Transformation 
dritter Ordnung in der Theorie der elliptischen Functionen ausgebeutet. 
Da sie auch noch anderweitig interessante Beziehungen bietet, so wollen 
wir bei Betrachtung dieser Form F noch ein wenig verweilen. 

325. Die ersten Polaren der Forin F nach p und 7t. Wir werden 
zunächst noch in anderer Weise zeigen, dass, wenn 

F = fn -f- <p p 

ist, die ersten Diflerentiah|Uolienteu von F nach p und it, oder was 
dasselbe ist, die ersten Polaren nach p und % proportional sind 
den Formeu /' resp. <p. 

Setzen wir nämlich etwa 

so ist: 

4(F, *) = 4r»(r*) ; 
und wegen der Voraussetzung auch 

4(F, *) - 3(/; x)* + (*, *)/ + *)/' + *) 
= 3(ffÄ)ajjr, -f- 3((tJi)alp x -f qp(/j, «). 

Berücksichtigen wir, dass (f, ») = — (<p, />,, so wird 

4 (r«) = — 3 («7>) «] jr x -f 3 («jr) «; p x -f <jp (j> «) 
= 3«; {(«ffjj'x — (aj>)jr x } -}- tp(pa) 
-» 4qp(_p«) = 8 ügj. 

Demnach ist: 

rj (rar) — 2 .Qg>, (l) 

und ebenso findet sich: 

r>(rp)--2Slf. (2) 

326. Das System der Form F. Dasselbe besteht bekanntlich aus 
den Formen: 

Jr = {F f F)\ ty = (F, Jy\ i F - (F, F)\ - (F, . 

Mit Hilfe der Relationen (1) und (2) können wir dasselbe leicht durch 
die simultanen Formen von f und <p ausdrücken. 

Ueberschiebt man nämlich diese beiden Relationen dreimal über- 
einander, so kommt: 

C".) s (r*)(r ii 0-4«V. 
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Vertauscht man links r mit r, und nimmt die halbe Summe, so kommt: 

-|(rr,y(l> «)-*«•/, 

oder, da (px) = 2SI: 

i F =-4SU. (1) 
Ebeuso findet man durch einmalige Ucberschiebung von (1) und (2): 

(rrJirxHr^r'rL = - 4&(<p f f) = 4&». 
Vertauscht man wieder r mit r, und nimmt die halbe Summe, so kommt: 

- &J F — 4ß 2 #, 

oder 

J y = — 4a&. (2 a) 

Zur Berechnung von ty und j? benutzen wir die in Nr. 322 auf- 
gestellten vier Relationen: 

(*, p) - 1 + «i»), (*, *) - - i- i?v + »») 

Es ist dann: 

j> = (F, - 4£*)« 4Sl(fx + VP, *) 4 

— 4iÄf(* f f*y + {&,f P y\ 

--4W{((», /r, *) + ((*, 9>),J>)} 
= -4ä(- J (p*) + *(*,>)}, 

also: 

= + 12Ä-. (3) 

Ferner geht mit Rücksicht auf die Formeln (2a) und (2 b) und 
(1) und (2) Nr. 325 aus der Identität: 

(F, Jr) (p, x) ~ (F f p) x) - (F, x) (^, p) 

die Relation hervor: 

t F 2Sl = (— 2Uf)(- 4Ä- - * (^i> + 0Jr}) 
-(+2Ä9)(-4Ä. J (z/* + 0,,)) , 

oder: 

< F = 2.Q • { 9>(zl» + »i>) - /"(F/) + ö ar) J . (4) 
Die eben angestellten Berechnungen zeigen einen merkwürdigen 
Zusammenhang zwischen den drei Formen F t p, x einerseits und den 
beiden Formen f und g> andererseits. Sind die Coefficienten einer 
biquadratischen Form so beschaffen, dass die Invariante j proportional 
der Invariante (px), dass also die Relation (3) 
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besteht, so stimmt das simultane System von F, p, « überein mit 
dem sjmultanen System zweier cubischen Formen f und <p, welche p 
und % zu linearen Covarianten haben. In der That reducirt sich auch 
durch die Relation (3) die Zahl 9 der Constanten von F, p und x 
auf 8 willkürliche, was mit der Zahl der unabhängigen Coefficienten 
von f und tp fibereinstimmt. 

327. Resultante von f und <p. Die Resultante zweier Formen F x 
und F it also Rr„F x , ist bis auf den Factor (pitY gleich der Resultante 
der beiden Formen it i F l — n x F t und p t F x — p t F^, d. h. es ist: 

(pxfIlr ttFl = li^-*,*.**;-»?, , (vgl. Bd. I Nr. 250), 
wenn F x und F t Formen dritten Grades in x sind. Sind nun F t und 
F» die ersten Differentialquotienten von F } so ist einestheils Ry t 
gleich der Discriminante R von F und anderntheils ist wegen der 
Relationen (1) und (2) Nr. 325 

also bis auf einen Zahlenfactor gleich 

Man hat also die Relation (von einem Zahlenfactor abgesehen): 

&R = Sl n R />lf> , 
oder weil, wiederum von numerischen Factoren abgesehen, 

72 = 6jJ. - tj. = 6- — G4£ 3 .«T\ 
so ist: R f . 9 = 32[21Sl - 2J 3 }. 

328. Falk, in denen die tyjnsche Darstellung unmöglich ist. Sind 
alle sechs linearen Formen 

*, (zf,*), (P, jc) 
einander proportional, so kann eine typische Durstellung durch lineare 
Formen nicht mehr geleistet werden. In diesem Falle verschwindet 
zunächst jedenfalls Sl — (pit). Dies kann eine Folge des Verschwindens 
aller Unterdeterminanten l' ik sein oder nicht, und je nachdem werden 
entweder alle linearen Covarianten identisch verschwinden, oder alle 
einander proportional sein, oder bei nicht verschwindenden U ik zwei 
von einander verschiedene lineare Formen existiren. Wir wollen daher 
der Reihe nach folgende zwei Fragen untersuchen: 

1) Welche Eigenschaften haben /'und <p, wenn Sl = 0, f/,*^0? 

2) Welche Eigenschaften haben f und <jp, wenn Uu = 0, und also 
auch Sl = 0? 

329. Beantwortung der ersten Frage. Wir setzen voraus: 

Sl = 0, U» ^ 0. 
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Wenn £1 verschwindet, also immer p für eiuen bestimmten Werth 
von X mit X-n übereinstimmt, so muss wegen der Relation: 

(/",*) + (9, P) - 0 

die Ueberschiebung: 

(/*, n) + X • (<p, p) = (f + Xy, n) 

identisch verschwinden. Das Verschwinden der Functionaldeterminante 

(/-+A<jp,«)=0 

lehrt aber, dass f -j- X <p eine Potenz von n sein muss. Wir haben 
also in diesem Falle: 

/*+ *<P = c**> 

d. h. es giebt eine Combination der beiden Formen f und q>, welche 
ein vollständiger Cubus ist. 

Umgekehrt: Ist /* -f- X<p ein vollständiger Cubus, also 

dann ist die zweite Ueberschiebung von /" -f Ag> über wegen 
(<P, Pf = 0: 

p = r (Prf (1) 

und ferner ist die zweite Ueberschiebung über z/, wegen (/*, <4) 2 = 0: 

Xn = r(Jrf (2) 
Aus der Comparation von (1) mit (2) folgt: 



und demnach: 



, <rr)« 



330. Beantwortung der zweiten Frage. Wir setzen voraus: 
Z7,* = 0, und demnach Ä = 0, t und & = 1, 2, 3. 

In diesem Falle sind aber auch ;> und jr identisch null. Um diesen 
Lehrsatz zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, dass resp. p iden- 
tisch verschwindet; dann ist auch 

(<p, z/) 8 =*p = 0, und (f, F) 2 = jr = 0. 

Nun ist (vgl. Nr. 323) 

Da aber i/ 33 = 0, so folgt 

0<#p)« = 0 

und ebenso (Ppf «* 0, (6>j>) 2 = 0 etc. 

Diese Relationen lehren, dass P , & den Factor j) im ersten 
Grade besitzen. Nun ist aber: 
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&(Jpf - Jl(& P y = {9, (zip) + J x (&p))(& T {Jp) - 

= (& x (Jp) + J x (0p)) (JB)p x 
= {(zi®)J x &,, p)p 
= ((J, &),p)p. 
Die linke Seite ist null; folglich auch, wenn p^O ist: 

{{J, 6>),i>)=0. 
Es ist aber (vgl. Nr. 322): 

(z/, 0) = }(/'. - J M«; f 

also 

und ebenso 

(apfa x -0, 

d. h. die cubischen Formen /* und qp besitzen ;> als quadratischen 
Factor. Daraus folgt nach der Theorie der cubischen Formen, dass 
auch d und F ihn quadratisch enthalten. Ebenso aber auch &. Denn 
wenn f und q> den Factor p quadratisch enthalten, so besitzt ihn auch 
/* + Xg> und demnach auch die Hesse'sche J/+i v dieser Form. Nun ist 

Hierin besitzen 4/+x Vf 4 } p den Factor ;) quadratisch, also auch Ö. 
Wenn aber z/, F f 6> diesen Factor quadratisch enthalten, so ist 

(zf^)^=o, — o, (€>j>)e,-=o. 

Bilden wir also: 

0» 040 < - ^ (^) e = © ^ j (J V ) 0 - (6>/>) ^ j 

so ist, da die linke Seite verschwindet und p von Null verschieden 
sein soll: 

k «)-(r,p)-#j»)-o, 

d. h. /* besitzt den Factor p im dritten Grade, und also ebenso auch <p. 
Wenn aber f und reine Cuben sind, dann verschwinden ihre 
Ilesse'schen Formen und folglich ist, wie behauptet wurde: 

( 9 , ^«-p-O, (f, Ff = x = Q. 

331. Folgerungen für f und <p. Wir setzen also voraus 

p «=, 0, *r =» 0. 

Wenn ;> und n identisch verschwinden, so müssen ihre Ooefficienten 
Pi P* n \ n i einzeln n "ll sein, d. h. (vgl. Nr. 312) es müssen die De- 
terminanten der Matrix 
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a 0 a, a 0 



n, 



a. 



<r 2 



verschwinden. Es mögen hiebei zunächst wenigstens die Minoren dieser 
Determinanten von null verschieden sein. Wir multipliciren alsdann 
mit dieser Matrix Zeile für Zeile die Determinante 



x x 


ar, 


0 


0 


*x 




0 


<) 


0 


0 


*i 


x % 


0 


0 







Das Product ist einerseits Null, da alle Determinanten von V ver- 
schwinden. Andererseits ist es dargestellt durch die Matrix: 

fu Qu 9>n Xu | 



fit 



Qn 



9>n 



K 



A 



Sie verschwindet, d. h. ihre einzelnen Determinanten sind null, nicht 
aber deren Minoren. Greifen wir nun etwa die erste Determinante heraus 

fu Qu 9u 

fit Qu 9i* =0. (1) 
fn Qn <Pn 

Da die Minoren nicht verschwinden, so muss <p eine lineare Function 
von / und Q sein. Denn die Determinante (1) lässt sich schreiben: 

«l^l+«S^iJ Q\Xl + Qi X t> «l *l + «2 *2 
«8^1 + «3*8 > Qt X l + ös^S» «2^1 + a 3 X i 

Zerlegt man diese Determinante in ihre 8 Summauden und t'asst gleiche 
Potenzon von x zusammen, so müssen die Coefficienten von x 1 einzeln 
verschwinden. Nun ist z. B. der Coefficient von x x % 

a o Qo a o 

"i Qi «i = 0 > 
o, Q t a 2 

d. h. es müssen die Gleichungen bestehen: 

K + A<j 0 + ?« 0 - «> 
*«. + + =- o 

Uordiu, liiT*ri»uteu. II. '23 
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Daraus geht aber die Richtigkeit der Behauptung direct hervor, dass 
<p = «i eine lineare Function f — a$ und Q = Ql ist. 

Wenn also p und it identisch null sind, so ist tp keine selbst- 
stilndige Form, sondern eine Covariante f -\- pQ. Dies gilt, so lange 

die Minoren der Determinanten ^ 0 sind. Verschwinden auch diese 
identisch, die, in so weit sie aus den beiden ersten resp. aus den 
beiden letzten Colonnen von V entnommen sind, nichts anderes als 
die Coefficienten von zl und P darstellen, so sind f und g> vollstän- 
dige Cuben, da d und P in diesem Falle null sind. 
Wir haben demnach folgende Resultate: 

„Ist il = 0, aber £/,•* im Allgemeinen von null verschieden, 
so existirt eine lineare Oombination f -\- X <p, welche dem 
Onbus der linearen Form n proportional ist." 

„Ist V ik — 0, i und k = 1, 2, 3 und daher £1 = 0, so ist 
entweder tp = Const. (/ -+- pQ), oder/ 1 und <p sind vollstän- 
dige Cnben; in diesen beiden Fällen ist eine typische Dar- 
stellung durch p und « unmöglich." 

§ 34. Die Schwesterformen. 

332. Einleitende Bemerkungen. Wir haben uns bisher mit der 
Aufstellung des Systemes jener Grundformen beschäftigt, welche die 
Eigenschaft haben, dass alle Co- und Invarianten, die eine bestimmte 
Form besitzt, rationale und ganze Functionen derselben sind. 

Einem solchen System gegenüber steht nun eine Reihe anderer • 
Systeme von Formen von der Eigenschaft, dass säramtliche Co- und 
Invarianten von /■=»«" zwar noch rationale Functionen derselben ' 
sind, aber nicht mehr ganze. Dies ist von vornherein einzusehen. 
Denn die Form f besitzt zunächst (7* -f- 1) Constante. Vier derselben 
können durch lineare Transformationen bestimmte Zahlenwerthe an- 
nehmen; die ursprüngliche Form hängt alsdann von den n — 3 trans- 
formieren Constanten und der Transformationsdeterminante ab, d. i. 
von n — 2 Parametern. Es muss also bereits zwischen n — 1 Inva- 
rianten der Form f eine Relation bestehen. Nehmen wir die beiden 
Variabein x x und x t als zwei weitere Parameter hinzu, so hängt jede 
Covariante der Form f von n willkürlichen Grössen ah; demnach sind 
auch stets n + 1 Covarianten von f durch eine Relation verknüpft, 
deren Coefficienten nur numerische Constante sind. Wenn nun das 
vollständige System von / aus s Formen besteht, so müssen zwischen 
denselben s — n Relationen existiren. Jede Covariante lässt sich aber 
durch die s Formen rational und ganz darstellen. Eliininirt man ver- 
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möge der s — n Relationen aus jetler solchen Darstellung s — n be- 
stimmte Formen, ein Process, der immer rational ausführbar ist, aber 
im Allgemeinen zu einer gebrochenen Function führt, so ist jede Co- 
variante durch eine rationale und gebrochene Function von n bestimmten 
Covarianten dargestellt Diese n ausgewählten Covarianten bilden in 
diesem Sinne ein System, und die Aufgabe, ein solches »System von 
Formen herzustellen, ist auf unendlich mannigfaltige Weisen lösbar, 
da ja auch die s Formen des vollständigen Systcmes nicht a priori 
fest sind, sondern stets durch andere ersetzt werden können. Der ein- 
fachste Fall eiues solchen Systcmes von n Formen ist jener, in welchem 
der Nenner dieser rationalen Functionen eine Potenz von f ist, 
während dio Zähler Aggregate von Producten ganz bestimmter Co- 
varianten sind. 

Wir werdeu uns hier nur mit diesem einfachsten Falle beschäf- 
tigen und verweisen wegen der allgemeinen Untersuchungen auf Olebsch: 
„Binäre Formen", siebenter Abschnitt, liier sei nur noch erwähnt, 
dass die Aufgabe, jene Formen zu ermitteln, durch welche sich alle 
Formen des Systems rational ausdrücken lassen, im innigsten Zu- 
sammenhange steht mit der typischen Darstellung von Formen, sowie 
mit der Aufgabe, Covariantenrelationen herzustellen, wie auch aus diesen 
einleitenden Betrachtungen hervorgehen mag (vgl. auch Nr. 335). 

333. Jedes symbolisclie Vrodnct ist gleich einer rationalen Function 
von Covarianten, deren Nenner eine Potetiz von f ist. Um ein beliebiges 
symbolisches Froduct P durch eine rationale Function von Formen 
darzustellen, deren Neuner eine Potenz von /' ist, können wir auf fol- 
gende Weise verfahren. Wir denken uns zunächst dasselbe in Sym- 
bolen von f'= a* — b* — c n x etc. allein dargestellt und erinnern uns, 

dass wir früher gesetzt hatten: 

/„ t 1 ef 

1 * 1 n ^x, 



'2 x 2 « 



n öx t 
• 

Es ist dann in Analogie mit a x — a,^ -f- a^x« auch f x — f { x x -f- f 2 x if 
und anderntheils ist /, x x -f- f\> # 2 nach dem Euler'schen Satze auch 
identisch mit /' = a*. Jeder Klammerfaetor (ab), (cd) etc. des sym- 
bolischen Products lässt sich aber nach dem ldeutitätssatzc ersetzen 
durch 

Enthält das symbolische Froduct P v solcher Klammerfactoren, so geht 

83* 
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dasselbe durch Substitution ihrer Werthe (1) in einen Quotienten über, 
dessen Nenner eine Potenz von /' ist, und dessen Zähler ein Aggregat 
von Producteu ist, die sieh aus Factoren a X) b z , c x . . . erster Art, 
und Klammerfactoren (af), (6/), (cf) . . . etc. zusammensetzen, während 
Klammer factoren vom Typus (ab), (ac), (bc) . . . etc. nicht mehr vor- 
kommen. Das Symbol a kann also beispielsweise nur mehr in einer 
Form vorkommen wie: 

**-«;-*(«/)*, (2) 

deren unsymbolische Bedeutung die folgende Untersuchung klar 
legen soll. 

334. Alle Formen ifr haben die Form f als Factor. Zunächst 
wollen wir zeigen, dass jede Form # in die Factoren f-u zerfallt, wo 
u ein Aggregat von symbolischen Producteu ist. Dies ist für h = 0 
und k — 1 von vornherein ersichtlich. Denn für h = 0 hat mau 

*o — «r°( a /T = a l — /'• M > wo « 0 = 1 ; 
für k — 1 folgt 

= (ab) af 1 b n ~ x -=() = /'- u lf wo «, = 0 . 

Wir setzen nun voraus, der Satz gelte bereits für k — q, und zeigen, 
dass er alsdann auch für k = q -f 1 giltig ist. Es sei demnach: 

^ = ^'(«/> = /-^. 
Die erste Polare von V ( » wird: 

(n - q) a£-l-* a y («/>' + <>«»-<' («/>- . (n - 6 y (oft) 

= nf„ -f- Const. X / • J7^ . 

Ersetzen wir hierin y t durch /* 2 und y 2 durch — so erhalten wir, 
wenn wir jene Grösse, die dadurch aus Uq v wird, mit M bezeichnen: 
(„ - Q ) a^-* («/>>+i + * (n - 1) «p (aft)&r» (<•/)*-» (H) 
= 0 + Const. Xf M. (3) 

In dieser Identität ist das erste Glied links eine Form $ und 
zwar gerade die nächstfolgende Form iff^i (vom Factor n — q abge- 
sehen). Das zweite Glied rechts besitzt den Factor /; können wir 
also zeigen, dass der zweite Term links ebenfalls diesen Factor ent- 
hält, so ist der zu führende Beweis erbracht. Nun ist aber: 

a»-? (ab) (bf) (af)'-- 1 = ap ftp • (ab) (bf) (a/O^ -1 bv~* 
= a»-e by<> (ab) (bf) (af) • bf* (af)r-* 

= 2 a^b^(ab)(bn(af)- \(af^l^-{bf)^as^ \ . 
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Die in der Klammer stehende Differenz besitzt den Factor 

(«/•) h x - (bf) a x = f x (ab) ^f-(ab). 
Es besitzt daher in der That der zweite Tenn links in (3) den Factor 
/' und damit auch der erste Term, was zu beweisen war. 

335. Definition der Schwesterformen. Jede Form fr zerlallt also 
in das Troduct u k • /'; die Formen 

u k ? _ 

nennen wir „Schwesterformen" (formes associees) der Form /'. Die 
Anzahl der Schwesterformen einer Form f ist w, oder wenn wir /' mit 
einschliessen gleich n -f 1, denn k kann nur die Werthe 0, 1, 2, . . . n 
annehmen. Indes* ist, wie wir schon oben gesehen haben, m 0 = 1, 
ii, = 0. 



Es ist ferner: 



u, - \ (/; f f = l n. 



Denn man hat: 

«r* wr-«;-" («/)•(« h ) b r l 

= \al-n T >(ab) \{af)b x -a x {bf)\ 

oder («/r «r* = !- «r^r 2 w • f - 2 v> w • f- 

Hieraus erhält man ti a , wenn man von dieser Gleichung die erste 
Polare bildet und wie in Nr. 334 (3) y durch f it y t durch — f x ersetzt. 
Dann kommt: 

( W -2)a;p : >/7 + -'«r* («f) • (n-l)(bf) lry*(ah)=.{u - 2)/- ((/, /?,/")• 
Der zweite Term links verschwindet, da er durch Vertauschung von 
a mit 6 nur sein Zeichen ändert; demnach wird: 

«r 3 («/r = / -((zw?, o-r-T 

« 3 = r =((/; /?,/}. 

Auf analoge Weise findet man der Reihe nach: 

«5 = (/; ry - r - (/■, /? • ((/; n, /) 
= (/; /•)« • r - ~ (/; ry • (/, /r r + « { </, / y } 3 + 10 { «/; ns /i } ' 

u. s. w. 

Diese Formen u e sind es also, durch welche sich jede Covariante von 
/' rational darstellen lässt. Insbesondere bilden sie die typischen 
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Coefßcientun, wenn die Form /* selbst durch sie ausgedrückt werden 
soll. Zu dem Zwecke hat man nur f{y) durch die lineare Substitution 

v = — *2Vi + *i & = 

vom Modul z/ = f\ r, -f- f t x t = f zu transformiren und erhält dann 

r- x ■ t\v) = "« s n + (?) «, 5— * + (£) «, t-* r + • • • «. r ■ 

So erhält mau beispielsweise für n — 4 

r ' f(!f) = «u + 4 tr, | 3 + 6 u a ? „* + 4 « 3 1 ^ 3 + * 4 

- ? + 3/7 IV + 4 W + ( * /* - * n* 

Will man nun irgend eine Covariante P von /' durch die Schwester- 
formen «„«,... i<„ darstellen, so genügt bereits deren Anfangsglied, 
das im Falle einer Invariante mit dieser zusammenfallt. Mau ersetzt 

alsdann im Anfangsglied die ursprünglichen Coefficienteu a„ «, . . . a m 

durch die typischen u Q — 1, u i = 0, m 2 = *J etc. und dividirt mit 

einer passenden Potenz von /'. So ist in unserm Beispiele n = 4 
die Form j keine Schwesterform. Wenn wir daher in der Deter- 
minante 

«o a i °a 
j = 6 aj a 2 « a 

«2 «3 «J 

die Coefficienten a, durch die Schwesterformen «, ersetzen und mit Z" 3 
dividiren, so kommt: 

Man erkennt zugleich in dieser Gleichung jene einzige Relation, welche 
zwischen den fünf Covarianten von /'— oj bestehen muss. (Vgl. auch 
Nr. 162 und Clebsch, a. a. 0., 7. Abschnitt.) 

336. Stellung der Schwester formen zum vollständigen System von f. 
Betrachtet mau die Nr. 335 gegebenen Darstellungen der Schwester- 
formen u 0) «,, «„, i< 3 , u it u b , «« genauer, so sieht man, dass diese sieben 
Formen ganze und rationale Functionen von /', von U Überschiebungen 
zweiten Grades (f, f')' k in den Coefficienten von / und von Ueber- 
schiebnngen dritten Grades ((/*, /")**, f) sind. Nachdem nun bereits 
Hermite im Jahre 1854, Crello's Journ. Bd. 52 seine grundlegenden Ge- 
danken über assoeiirte Formen und typische Darstellung veröffent- 
licht hatte, unterwarf später Clebsch diese Begriffe einer allgemeinen 
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Untersuchung und fragte sich insbesondere auch, welche Stellung das 
einfachste System von assoeiirten Formen « 0 w, . . . «„ zum vollen 
System von / einnehme. Dabei zeigte sich, dass, was eben die ersten 
sieben Formen schon vermuthen lassen, jede Form «, eine ganze 
und rationale Function 

1) der Form f selbst, 

2) der Formen (f, ff k — Gtk, 

3) der Functionaldeterminanten ((/, ff k y f) = Unk 

ist. Die Anzahl dieser Formen f, Gu, Htk, b = 1 , 2 . . . n ist in der 
That gleich der Anzahl der Schwesterformen m 0 m, . . . u„ und es han- 
delt sieh nur, Recursionsformeln herzustellen, welche die Formen I 
f, (**k, Utk einerseits mit den Formen u„ andererseits in Beziehung 
setzen. Bestätigt sich die eben aufgestellte Behauptung, so können 
wir folgenden Satz aussprechen: 

„Jede Covariante und Invariante von f ist eine rationale ge- 
brochene Function der (m -f- 1) Formen f, Ga*, i/**, deren 
Nenner eine Potenz von f ist" 

337. ltmirsionsformeln für G tk und H tk * Um die gesuchten Be- 
ziehungen aufzustellen, verfahren wir ganz nach der schou im Ein- 
gange dieses Paragraphen gegebeneu allgemeinen Methode. Wir er- 
setzen in den Formen 

(/ = (aby k a"~ «fc— « 

\ ' X X 

7/„-(ai)«*(a--»*& r ", cl) 

= J (a6)"(^- s ^i;-"- , ^- 1 (nc)H-fl;-"fc-- S!i - I (M^- 1 
- (ab)* k («c)a-- a *-' t--"^-> 

den Klammerfactor (ab) durch x ^ f und die Grösse (ac)c*- 1 

durch (af). Dann erhalten wir: 

G tk -r k = ij-» ((«/•) 6, - (60 a x y k 

"tk-r 1 - «r 8 ^ 1 *r 2t 6, -(6/0«,)" • 

Entwickelt man rechts nach dem binomischen Lehrsatze und ersetzt 
sofort (afpa*-* durch f • t* v , so kommt: 

Gi* •/**=«.*• r - (V) •«,/"*+ (?) • • r 

-•••(- iy ( V) «2 •/■*••• - (?) n, • «t *-i ■ ^ + hi * • r ; 
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ff 2k -r k = m**+i • f — (**) "« • m i -F + ( **) «**-> m 3 • r 

(—1)* ( 2 /) • M * • /" (V) "u-i •«* ' F -f "s* "i 7' ■ 

Dividirt man die beiden Gleichungen mit f* t führt in sie sodann die 
Werthe ?/ 0 = 1 , «, =0 ein, und zieht endlich je zwei gleichwertige 
Glieder zusammen, so kommt: 

r/.* - *-» — 2 1 ««i -j- *) f^*_, tt , — f#»_ s »t » — 2 (- i y(V r ) M ' } 

2*(2Jfc — 1) (2fc — 6) , i a / 2 i!-\ 
3 , - »*,...(—! / ( fc ) M* • 

Dies sind die beiden Recnrsionsformeln, ans denen sich successive jede 
Schwesterform w tf als rationale und ganze Function der G„ und 1I 9 
berechnen lässt. So erhält man z. B. 

Gi-F-if,ft'F + W\> 

<h F - (f, ff-F = 2\ « ß + ir» M4 «, - 10«/} ; 

- (f/, /?, /) - «3, 
#4 • /* - ((/", f)\ 1) ■ - «, + 2« 2 « 3 , 
H*'F = (<f, ff, f)-F = « 7 + 9f#, Mft - 5 M3 « 4 , u. s. w. 
Bestimmt man hieraus die Werthe von « s> « 3 , « 4 . . . w 7> so erhalt 
man genau dieselben Functionen in II und (?, welche wir bereits früher 
auf anderm Wege ermittelt haben. Eine independente Darstellung der 
Schwesterf'orm n {> ist bis jetzt noch nicht geliefert worden. 
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